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Av ertissemen t

Le but de ce cours est de pr�esenter une introduction �a l'application desm�ethodesdu traite-
ment du signal, et en particulier de cellesqui font appel aux probabilit �es, �a l' �etude dessyst�emes
physiques.Les applications concern�eessont par exemple le radar, le sonar, le lidar et de fa�con
g�en�erale tous les syst�emesde mesure,actifs ou non.

En physique,on formule desmod�elespermettant de d�ecrire math�ematiquement le comporte-
ment d'un syst�eme.Cesmod�elesincluent le plus souvent desparam�etres inconnus dont il s'agit
de d�eterminer la valeur, on parle alors d'estimation, ou d�ependent d'hypoth�esesentre lesquelles
il faut trancher.

Il est essentiel de remarquer que le r�esultat de l'estimation d'un param�etre ou de la s�election
d'une hypoth�esed�epend en partie de l'observateur lui-même, c'est-�a-dire de celui qui pose la
question. En e�et, la description que l'observateur peut faire du syst�eme physique (et non le
syst�eme physique lui-même) d�epend de la connaissancedont il dispose. C'est pourquoi nous
d�ecrirons la connaissanceque l'observateur a d'un syst�eme sousla forme d'une probabilit �e qui
sera toujours conditionnelle �a l'information disponible. Cette description ne sera bien sûr pas
compl�ete, mais sera la meilleure que l'observateur puissefaire sachant ce qu'il sait.

La m�ethode scienti�que nous enseigneque l'exp�erience est seule juge de la qualit �e d'un
mod�ele. C'est pourquoi les m�ethodes d'estimation d'un param�etre ou de s�election d'une hy-
poth�eseque nous d�ecrirons consisteront principalement en une comparaisonprobabiliste de ce
que pr�evoit le mod�ele et de ce qui est e�ectiv ement mesur�e.

Dans le premier chapitre, nous rappelonscertainespropri �et�esconcernant les variables et les
vecteurs al�eatoires qui seront utiles pour la suite. Le secondchapitre pr�esente une intro duc-
tion �a la th �eorie logique des probabilit �es qui permet de d�ecrire l'information du point de
vue de l'observateur d'un syst�eme.Le troisi�emechapitre exposeles princip esde la th �eorie de
la d�ecision , qui tente de r�epondre �a une questiondi�cile : comment agir de fa�con optimale dans
des situations d�ecrites en termes de probabilit �es. Dans le quatri �eme chapitre, nous aborderons
la th�eoriede l' estimation de param �etres , qui fournit une technique puissante pour la concep-
tion de syst�emesde mesuresphysiques(radar, sonar, impulsions lumineuses...).Finalement, le
cinqui�emechapitre proposeraun casparticulier important de l'estimation de param�etre, le �l-
trage de Kalman , qui est con�cu pour dessyst�emesdynamiques(dont les param�etres �evoluent
au cours du temps).
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7

Chapitre 1

Vecteurs al�eatoires

1.1 Axiomes

La th�eorie classiquedesprobabilit �es a �et�e �etablie �a partir desaxiomesdits de Kolmogorov,
et est g�en�eralement d�esign�ee sousce nom. C'est celle qui est enseign�ee quasi-exclusivement en
France,et qui fait l'ob jet desrappelsde cechapitre. Il faut cependant être conscient quecen'est
pas la seuled�e�nition possibled'une th�eorie desprobabilit �es.

D �e�nition 1.1 (Espace des �epreuv es)
Le triplet (
 ;B;P) constitue une exp�erience, o�u :

{ 
 est l'espace des �epreuves.Un �el�ement ! 2 
 est une �epreuve (en physique,
le r�esultat d'une mesure ou d'une exp�erience).

{ B = P(
) est l'ensemble des parties de 
 , c'est-�a-dire des �ev�enements (B
est donc l'ensembledes questionsque l'on peut se poser sur le r�esultat d'une
exp�erience). B est une tribu bor�elienne.

{ P est une mesure sur (
 ;B) v�eri�ant les axiomessuivants:
(A1) p(
) = 1
(A2) 8A;B 2 B; tels que A \ B = ; ; P(A [ B ) = P(A) + P(B )

(A3) 8A i 2 B; i 2 N; tels que A i
\

i 6= j

A j = ; ; P

 1[

i =0

A i

!

=
1X

i =0

P(A i )

Par exemplepour un jeu de d�e, 
 = f 1;2;3;4;5;6g. Les �epreuves ! 2 
 sont f 1g, f 2g, f 3g,
f 4g, f 5g et f 6g. Les �even�ements sont desparties de 
 du type f 2;3;5g ou encoref 1;4;5;6g...

Axiome 1.2 (Axiome de la probabilit �e conditionnelle )

P(AjB ) :=
P(A [ B )

P(B )

Cet axiome n'est pas pr�esent dans toutes les versionsde la th�eorie desprobabilit �esdites de
Kolmogorov, suivant les auteurs. La notion de probabilit �e conditionnelle est cependant fonda-
mentale en physique, et seraune notion centrale de ce cours.
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Axiome 1.3 (Fr �equence d'apparition )
La probabilit �e d'un �ev�enement s'interpr �ete physiquementcomme la fr�equence d'ap-
parition de cet �ev�enement.Si sur N �epreuvesl' �ev�enementA apparâ�t N A fois, alors :

P(A) := lim
N !1

NA

N

Cet axiomepeut parâ�tre une d�e�nition parfaitement intuitiv e de la mesured'une probabilit �e
�a partir de mesuresphysiques.Il contient cependant une di�cult �e conceptuelletr �esforte qui est
li�ee au passage�a la limite. Pour v�eri�er qu'une pi�ecede monnaie donne bien pile ou face avec
une probabilit �e 1=2, il su�t suivant cet axiome de jeter la pi�eceun nombre tr �esgrand de fois et
de mesurer les fr�equencesde pile et face.Mais quand doit-on s'arrêter? Est-ce que dans un cas
plus complexela probabilit �e que l'on cherche �a mesurer ne va pas changer au cours du temps,
donc au cours desexp�eriences? En fait, il est facile de seconvaincre qu'en physique il n'est pas
possiblede r�ealiserune mesureun nombre in�ni de fois en un temps �ni. Nous reviendrons sur
cesdi�cult �esau chapitre suivant.

1.2 Variables al�eatoires

D�e�nition 1.4 (Variable al�eatoire )
Une variable al�eatoire est une fonction X d�e�nie de l'espace des�epreuves
 dansR,

X 
 ! R
! 7! X (! )

telle que8x 2 R, l'in �egalit�e X (! ) � x d�e�nisse une partie de B not�ee (X (! ) � x)
(cette partie est donc X � 1(] � 1 ;x])).

D �e�nition 1.5 (Fonction de r �epartition )
La fonction de r�epartition est d�e�nie �a partir de la mesure P sur (
 ;B) par

FX (x) := P(X (! ) � x); 8x 2 R

D�e�nition 1.6 (Densit �e de probabilit �e)

pX (x) :=
dFX (x)

dx8
>>>>>>><

>>>>>>>:

pX (x)dx = P(x � X (! ) < x + dx)

pX (x) � 0; 8x 2 R
Z

R
pX (x) dx = 1
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D�e�nition 1.7 (Esp�erance )
Soit f une fonction d'une variable r�eelle. L'esp�erance de f est d�e�nie par

< f (X ) > :=
Z

f (X (! )) dP(x � X (! ) < x + dx) =
Z

R
f (x) pX (x) dx

La premi�ere int �egrale est d�e�nie au sens de la mesure, la seconde au sens d'une
variable r�eelle.

Cette op�eration est lin�eaire, puisque:

< af (X ) + bg(X ) > = a < f (X ) > + b < g(X ) >

de fa�con �evidente.
Cas particuliers :
{ Moyenne:

< X > = mX =
Z

R
x pX (x) dx

{ Moments :

< X n > =
Z

R
xn pX (x) dx

{ Moments centr �es:

< (X � < X > )n > =
Z

R
(x� < X > )n pX (x) dx

{ Fonction caract�eristique:

' X (u) = < exp(iuX ) > =
Z

R
exp(iux ) pX (x) dx

avec la relation

< X n > =
�

1
in

�
dn

dun ' X (0)

1.3 Vecteurs al�eatoires

D�e�nition 1.8 (Vecteur al�eatoire )
Un vecteur al�eatoire �a n dimensions est une fonction vectoriel le de 
 dans Rn ,

X 
 ! Rn

! 7! X (! ) =

0

B
@

X 1(! )
...

X n (! )

1

C
A

telle que8x 2 Rn , les n in�egalit�es X k (! ) � xk ; k 2 [1;n] d�e�nissent une partie de B
not�ee (X (! ) � x).

D �e�nition 1.9 (Fonction de r �epartition )

FX (x) := P(X (! ) � x) = P(f X 1(! ) � x1g [ � � � [ f X n (! ) � xng); 8x 2 Rn
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avec xT = (x1; : : : ;xn ).

D �e�nition 1.10 (Densit �e de probabilit �e)

pX (x) :=
@nFX (x)

@x1 � � � @xn

Les variables al�eatoiresX 1; : : : ;X n sont mutuellement ind�ependantes si et seulement si :

pX (x) =
nY

k=1

pX k (xk )

Notation : Z

Rn
pX (x)dx :=

Z

R
� � �

Z

R| {z }
n fois

pX (x1; : : : ;xn ) dx1 � � � dxn

Densit�e marginale (par exemple):

pX k (xk ) =
Z

R
� � �

Z

R| {z }
n � 1 fois

pX (x1; : : : ;xn ) dx1 � � � dxk� 1dxk+1 � � � dxn

exer cice - 1.1 Vecteur al�eatoire uniform �ement distribu �e

Soit le vecteur al�eatoire

X =
�

X 1

X 2

�
2 R2

On supposeFX (x) = x1:x2 avec x1;x2 2 [0;1]. V�eri�er que
�

FX (0;0) = 0
FX (1;1) = 1

;

que FX est croissante, et que pX (x) = pX 1 (x1) = pX 2 (x2) = 1 sur [0;1]2.

D�e�nition 1.11 (Esp�erance )
Soit f une fonction vectoriel le. Par d�e�nition :

< f (X ) > :=
Z

f (X (! )) dP(x � X (! ) < x + dx)

=
Z

Rn
f (x)pX (x)dx

=
Z

R
� � �

Z

R
f (x1; : : : ;xn ) pX (x1; : : : ;xn ) dx1 � � � dxn

{ Vecteur moyenne:

< X > = mX =

0

B
@

< X 1 >
...

< X n >

1

C
A
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{ Matrice de covariance:

� X X = < X :X T > � < X > : < X > T

=

0

B
@

< X 2
1 > � < X 1 > 2 � � � < X 1:X n > � < X 1 > : < X n >

...
...

< X 1:X n > � < X 1 > : < X n > � � � < X 2
n > � < X n > 2

1

C
A

{ Fonction caract�eristique:

' X (u) := < exp(iu T :X ) > =
Z

Rn
exp

 

i
nX

k=1

ukxk

!

pX (x)dx

avec uT = (u1; : : : ;un ).

Propri �et �e 1.1 (Factorisation de la fonction caract �eristique )
Si les variables al�eatoires X 1; : : : ;X n sont ind�ependantes,alors

' X (u) =
nY

k=1

' X k (uk )

exer cice - 1.2 Vecteur al�eatoire uniform �ement distribu �e (suite)

X =
�

X 1

X 2

�
2 R2

On supposeFX (x) = x1:x2 avec x1;x2 2 [0;1]. Montrer que:

< X > T = (1=2;1=2)

� X X =
�

1
12 0
0 1

12

�

' X (u) = exp
�

i
u1 + u2

2

�
sinc

� u1

2�

�
sinc

� u2

2�

�

1.4 Vecteurs al�eatoires gaussiens

D�e�nition 1.12 (Variable al�eatoire gaussienne )
Une variable al�eatoire gaussienneadmet pour densit�e de probabilit �e :

pX (x) = N (x;m;� 2) =
1

p
2� � 2

exp

 

�
1
2

(x � m)2

� 2

!
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< X > = mX = m

< (X � < X > )2 > = � 2

' X (u) = exp
�

ium �
1
2

u2� 2
�

D�e�nition 1.13 (Vecteur al�eatoire gaussien )
Un vecteur al�eatoire gaussienadmet pour densit�e de probabilit �e:

pX (x) = N (x;m; �) =
1

(2� )n=2
p

j� j
exp

�
�

1
2

(x � m)T � � 1 (x � m)
�

avec

< X > = m (vecteur moyenne)

� = matrice de covariance

j� j = d�eterminant de �

' X (u) = exp
�

iu T :m �
1
2

uT :� :u
�

� est diagonalesi les X k sont soit d�ecorr �el�es, soit ind�ependants.

Les vecteurs al�eatoires gaussiensjouent un rôle tr �es important car ils se rencontrent tr �es
souvent �a causede diversespropri �et�esqu'ils poss�edent.

Propri �et �e 1.2 (Th �eor �eme limite central )
Soient (X k )k=1 ;2��� n��� desvariables al�eatoires ind�ependantestelles que

< X k > = 0

lim
n!1

nX

k=1

< X 2
k > = lim

n!1

nX

k=1

� 2
k = � 2 < + 1

alors la variable al�eatoire Y =
1X

k=1

X k est N (y;0;� 2).

Propri �et �e 1.3 (Propri �et �e de stabilit �e gaussienne )

{ Le produit de deux gaussiennesest une gaussienne.
{ La convolution de deux gaussiennesest une gaussienne.
{ La transform�ee de Fourier d'une gaussienneest une gaussienne.

Propri �et �e 1.4 (Addition de deux gaussiennes )
Soit Z = X + Y avec X et Y suivant les lois normalesN (x;m X ;� X ) et N (y;mY ;� Y ).
Si les vecteurs al�eatoires X et Y sont ind�ependants alors Z suit une loi normale
N (z = x + y;mX + mY ;� X + � Y )



1.4. VECTEURS AL �EATOIRES GAUSSIENS 13

Propri �et �e 1.5 (Transformation lin �eaire d'une gaussienne )
Soit Z = C:X + a avec X (�a m composantes)suivant la loi normale N (x;m X ;� X ),
C une matrice rectangulaire de tail le n � m, et a un vecteur de tail le n, alors Z (�a
n composantes) suit une loi normale N (z = C:x + a;C:mX + a;C:� X :CT ).

exemple - 1.1 Le probl �eme de Hersc hel { 1850

Comme astronome, John Herschel se posa la question de la pr�ecision de localisation d'une �etoile,
c'est-�a-dire de trouver la densit�e de probabilit �e conjointe PX Y (x;y) o�u x et y sont les erreurs de mesure
dans deux directions orthogonales(Nord-Sud et Est-Ouest par exemple). Il �emit deux postulats :

{ (P1) La probabilit �e d'erreur est ind�ependante de la direction.
{ (P2) Les erreurs dans deux directions orthogonalessont ind�ependantes.

De (P1) on d�eduit en passant en coordonn�eespolaires

pX Y (x;y) dxdy = f (r ) r drd� = f (r ) dxdy

De (P2) on d�eduit que
pX Y (x;y) dxdy = pX (x)dx pY (y)dy

De plus

pX (x) =
Z

pX Y (x;y) dy =
Z

f (r )dy =
Z

pX Y (y;x) dy = pY (x)

car r =
p

x2 + y2. En posant pX (x) = g(x), on a donc pY (y) = g(y), et

g(x)g(y) = f (r ) = f
� p

x2 + y2
�

En faisant y = 0, on a g(x)g(0) = f (x), donc

g(x)g(y) = g(r )g(0)

on en d�eduit

ln
�

g(x)
g(0)

�
+ ln

�
g(y)
g(0)

�
= ln

0

@
g

� p
x2 + y2

�

g(0)

1

A

d'o�u en d�erivant par rapport �a x

1
x

d
dx

ln(g(x)) =
1

p
x2 + y2

d
dx

ln
�

g
� p

x2 + y2
��

cette �egalit�e doit être vraie quel que soit y, d'o�u

1
x

d
dx

ln(g(x)) = a

o�u a est une constante. Il vient donc
ln(g(x)) =

a
2

x2 + b

soit encoreg(x) = N (x;0;� 2) en posant � 2 = � 1=a et apr�esnormalisation, et

PX Y (x;y) = N (
p

x2 + y2;0;� 2)
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Chapitre 2

Th �eorie logique des probabilit �es

2.1 In tro duction

Les variables et vecteurs al�eatoires constituent les fondements de la th�eorie math�ematique
desprobabilit �es,construite �a partir desaxiomesde Kolmogorov. Cette th�eorie est extrêmement
d�evelopp�ee et sûre.

Un probl�eme se posecependant quand on tente d'appliquer cette th�eorie en physique. Le
probl�emen'est pastant de calculeraveclesprobabilit �esquede leur assignerdesvaleurspr�ealable
au calcul.

En th�eorieclassique,dite \fr �equentiste", desprobabilit �es,on attribue un caract�ere\al �eatoire"
aux ph�enom�enesphysiques�a travers la notion de fr�equence.Pour être d�e�nie, une \fr �equence"
doit être mesur�ee�a partir d'une exp�eriencerenouvel�eeun nombre in�ni de fois, conform�ement �a
l'axiome du chapitre pr�ec�edent. Mais cela correspond-il vraiment au senscommun, c'est-�a-dire
est-cecommecela que nous assignonsdesprobabilit �es?

exemple - 2.1 Pile ou face ?

Je lance une pi�ecede monnaie. Quelle est la probabilit �e d'obtenir pile (ou face)?
Si je n'ai aucune information sur l' �equit�e de la pi�ece, je dirai quand même que pile et face sont

�equiprobables,car je n'ai aucuneraison de pr�ef�erer l'un ou l'autre :

p(pil e) = p(f ace) =
1
2

Pour d�ecr�eter cela, je n'ai fait encoreaucuneexp�erience.Cette \probabilit �e" n'est donc pasune fr�equence.
Elle est la mesure de mon �etat d'esprit sur la pi�ece.On peut �ecrire cela de la fa�con suivante. Soit la
proposition logique

A := \La pi�ecetombera sur pile"

Alors P(A) = 1
2 = P( �A) o�u �A est la n�egation de A, c'est-�a-dire �A = \La pi�ecetombera sur face".

Il s'agit ici de la probabilit �e d'une proposition logique, et non de celle d'une variable al�eatoire.

L'exemple pr�ec�edent soulignedeux points importants :

{ une probabilit �e n'est pas toujours une fr�equence;

{ la probabilit �e que nous attribuons �a la pi�ece est en fait la probabilit �e de ce que nous
pensonsde la pi�ece.



16 CHAPITRE 2. TH �EORIE LOGIQUE DES PROBABILIT �ES

exemple - 2.2 D �ependance logique contre causalit �e physique

Soient les propositions logiques:

A := \Il commencera�a pleuvoir avant 10h00."

B := \Le ciel secouvrira avant 10h00."

Il est clair que B n'implique pas A. Pourtant si B est vraie, A devient plus probable. Comment mesurer
ce degr�e de certitude?

Attention , les exemplespr�ec�edents ne signi�ent en aucun cas que la th�eorie classiquedes
probabilit �es soit fausse.Simplement, avant de l'appliquer en physique, il faut prendre garde
d'être sûr qu'elle d�ecrit correctement le probl�emeconsid�er�e.

Une th�eorie probabiliste du raisonnement telle que nous l'avons laiss�ee entendre par les
exemplespr�ec�edents doit agir �a la basesur despropositions logiquesplut ôt que sur desvariables
al�eatoires, c'est pourquoi nous l'appelons th�eorie logique des probabilit �es. Dans le domaine
d'application des variables al�eatoires, les deux th�eories doivent donner le même r�esultat, par
exemple:

X log
:= \La variable al�eatoire X prend une valeur entre x et x + dx."

doit conduire �a:
p(X log) = pX (x) dx

2.2 Les postulats de la th �eorie

Dansla suite decechapitre, leslettres capitalesA, B , C... d�esignent despropositionslogiques.
On commencepar d�e�nir la notion de degr�e de plausibilit �e ou simplement plausibilit �e.

Axiome 2.1 (Degr �es de plausibilit �e)

Lesdegr�esdeplausibilit�e sont repr�esent�espar desnombresr�eels.Une plausibilit�e plus
forte correspond �a une valeur plus grande. On note (AjB ) le degr�e de plausibilit�e de
A sachant B , ou \la plausibilit�e conditionnelle que A soit vraie, sachant que B est
vraie."

Par exemple,(A + B jCD) signi�e \le degr�e de plausibilit �e conditionnelle que A ou B soient
vraies, sachant que C et D sont vraies." �A la di� �erencede la th�eorie classiquedesprobabilit �es,
il n'existe en th�eorie logique desprobabilit �esque desplausibilit �es(probabilit �es) conditionnelles.

Axiome 2.2 (Corresp ondance qualitativ e avec le sens comm un )

Si (AjC0) > (AjC) et (B jAC 0) = (B jAC ), alors (AB jC0) � (AB jC) et ( �AjC0) <
( �AjC).
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En langagecourant cette �ecriture devient :

{ Si sachant C0, A est plus plausible que sachant C, et si B est indi� �erente entre C et C 0

sachant A, alors AB devient plus plausible sachant C0 que sachant C.

{ Si sachant C0, A est plus plausible que sachant C, alors �A devient moins plausible sachant
C0 que sachant C.

Axiome 2.3 (Le r �esultat doit être cons�equent )

{ (a) S'il y a plusieurs fa�cons de raisonner, elles doivent toutes conduire �a la
même conclusion.

{ (b) Il faut toujours prendre en compte toute l'information disponible.
{ (c) Le même �etat de connaissance doit conduire aux mêmesvaleurs du degr�e

de plausibilit�e.

Les trois axiomespr�ec�edents conduisent au r�esultat suivant :

Th �eor �eme 2.1 (R�egles du pro duit et de la somme )

Quelle que soit la fonction p(x) continue, strictement croissante et telle que 0 �
p(x) � 1,

(a) p(AB jC) = p(AjC) p(B jAC ) = p(B jC) p(AjB C)

(b) p(AjB ) + p( �AjB ) = 1

(a) est la r�egledu produit, (b) la r�eglede la somme.

Propri �et �e 2.2 (R�egle de la somme g�en�eralis �ee)

p(A + B jC) + p(AB jC) = p(AjC) + p(B jC)

La r�eglede la sommeest un cas particulier de la r�eglede la sommeg�en�eralis�ee pour
B = �A.

D �emonstration
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p(A + B jC) = 1 � p( �A �B jC) r�eglede la somme

= 1 � p( �AjC) p( �B j �AC ) r�egledu produit

= 1 � p( �AjC) (1 � p(B j �AC )) r�eglede la somme

= p(AjC) + p( �AjC) p(B j �AC ) r�eglede la somme

= p(AjC) + p( �AB jC) r�egledu produit

= p(AjC) + p(B jC) p( �AjB C) r�egledu produit

= p(AjC) + p(B jC) (1 � p(AjB C)) r�eglede la somme

= p(AjC) + p(B jC) � p(AB jC) r�egledu produit

Propri �et �e 2.3 (D �ecouplage des informations exclusiv es)

Soient n propositions f A1 : : : Ang qui sont mutuellement exclusivessachant I , c'est-
�a-dire que

p(AkA l jI ) = p(Ak jI ) � kl

alors

p

 nX

k=1

Ak

�
�
�
�I

!

=
nX

k=1

p(Ak jI )

D �emonstration

p

 nX

k=1

Ak

�
�
�
�I

!

= p

 n� 1X

k=1

Ak

�
�
�
�I

!

+ p(An jI ) � p

 n� 1X

k=1

AkAn

�
�
�
�I

!

p

 n� 1X

k=1

AkAn

�
�
�
�I

!

= p

 n� 2X

k=1

AkAn

�
�
�
�I

!

+ p(An� 1An jI )
| {z }

=0

� p

 n� 2X

k=1

AkAn� 1An

�
�
�
�I

!

| {z }
/ p(A n � 1A n j I )=0

...

= p(A1An jI )

= 0

Il reste donc

p

 nX

k=1

Ak

�
�
�
�I

!

= p

 n� 1X

k=1

Ak

�
�
�
�I

!

+ p(An jI )

D'o�u le r�esultat par r�ecurrence.
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Propri �et �e 2.4 (D �ecouplage des app orts d'informations exclusiv es)

Soient n propositions f A1 : : : Ang qui sont mutuellement exclusivessachant I , c'est-
�a-dire que

p(AkA l jI ) = p(Ak jI ) � kl

alors

p

 

C
�
�
�
�

 nX

k=1

Ak

!

I

!

=

nX

k=1

p(CjAk I ) p(Ak jI )

nX

k=1

p(Ak jI )

Si de plus I =
nX

k=1

Ak , ou si une des propositions Ak est vraie sachant I

(9k; p(Ak jI ) = 1), alors

p(CjI ) =
nX

k=1

p(CjAk I ) p(Ak jI )

D �emonstration

{ Par la r�egledu produit

p

 

C
�
�
�
�

 nX

k=1

Ak

!

I

!

=

p

 

C

 nX

k=1

Ak

! �
�
�
�I

!

p

 nX

k=1

Ak

�
�
�
�I

!

D'apr�es la propri �et�e (2.3), le d�enominateur devient directement

p

 
nX

k=1

Ak

�
�
�
�I

!

=
nX

k=1

p(Ak jI )

Il reste�a transformer le num�erateur. Une nouvelle application de la r�egledu produit donne

p

 

C

 nX

k=1

Ak

! �
�
�
�I

!

= p(CjI ) p

 nX

k=1

Ak

�
�
�
�CI

!

�A partir de

p(AkA l jCI ) =
p(CAkA l jI )

p(CjI )
=

p(CjAkA l I )
p(CjI )

p(AkA l jI ) = 0

on voit que les n propositions f A1 : : : Ang sont mutuellement exclusivessachant CI , d'o�u
par application de la propri �et�e (2.3)

p

 nX

k=1

Ak

�
�
�
�CI

!

=
nX

k=1

p(Ak jCI )
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et le num�erateur devient

p

 

C

 nX

k=1

Ak

! �
�
�
�I

!

= p(CjI )
nX

k=1

p(Ak jCI )

=
nX

k=1

p(CAk jI )

=
nX

k=1

p(Ak jI )p(CjAk I )

Ce qui d�emontre la premi�ere partie de la propri �et�e.

{ Si I =
nX

k=1

Ak , alors

 nX

k=1

Ak

!

I = I I = I , et

nX

k=1

p(Ak jI ) = p

 nX

k=1

Ak

�
�
�
�I

!

= p(I jI ) = 1

ce qui d�emontre la secondepartie de la propri �et�e dans ce cas.

{ Si une des propositions Ak est vraie sachant I (9k; p(Ak jI ) = 1), alors

 nX

k=1

Ak

!

= I et

l'on est ramen�e au caspr�ec�edent.

Propri �et �e 2.5 (Syllogismes forts et faibles )

1. Si A ) B et A est vraie, alors B est vraie.
2. Si A ) B et B est fausse,alors A est fausse.
3. Si A ) B et B est vraie, alors A devient plus plausible.
4. Si A ) B et A est fausse,alors B devient moins plausible.

D �emonstration
Soit C := \ A ) B 00

1.

p(B jAC ) =
p(AB jC)
p(AjC)

=
p(AjC)
p(AjC)

= 1

2.

p(Aj �B C) =
p(A �B jC)
p( �B jC)

=
0

p( �B jC)
= 0

3.

p(AjB C) = p(AjC)
p(B jAC )
p(B jC)

Or p(B jAC ) = 1 et p(B jC) � 1, d'o�u p(AjB C) � p(AjC)
4.

p(B j �AC ) = p(B jC)
p( �AjB C)
p( �AjC)

Or p( �AjB C) � p( �AjC) d'apr�es le syllogismepr�ec�edent, donc p(B j �AC ) � p(B jC)
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2.3 Le princip e d'indi� �erence

Dans la d�emonstration de la propri �et�e (2.4) nousavonsmontr �e au passagele r�esultat suivant

Propri �et �e 2.6 (Prop ositions exclusiv es et exhaustiv es)

Si les n propositions f A1 : : : Ang sont mutuellement exclusivessachant B

p(AkA l jB ) = p(Ak jB )� kl

alors

p(A1 + � � � + Am jB ) =
mX

k=1

p(Ak jB ) avec m � n

Si de plus les propositions f A1 : : : Ang sont exhaustivespour B (une et une seuleest
vraie sachant B ) alors

nX

k=1

p(Ak jB ) = 1

Remarque : La \relation de normalisation" ainsi d�emontr �eeest identique au deuxi�emepostulat
de la th�eorie classiquedes probabilit �es. Elle d�ecoule dans le cadre de la th�eorie logique des
probabilit �esdesseulesr�eglesdu produit et de la somme.

Jusqu'�a pr�esent, nous n'avons pas assign�e de valeurs num�eriquesaux probabilit �es que nous
avons utilis �ees.Ces valeurs ne peuvent pas être obtenues \par d�enombrement de tous les cas
possibles", c'est-�a-dire par calcul d'une fr�equenced'apparition, mais par un raisonnement lo-
gique.

Cherchons comment assignerdes valeurs dans le cas de n propositions A k mutuellement
exclusiveset exhaustives,et de plus indi� �erentes suivant B :

D �e�nition 2.4 (Indi� �erence )

Deux propositions A1 et A2 sont dites indi� �erentessuivant B si B dit la mêmechose
sur A1 et A2.

D�e�nissons le probl�eme d�esign�e par un ' (prime) comme celui d'assignerdes valeurs aux n
propositions Ak quand A1 et A2 sont permut�ees:

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

A0
1

:= A2

A0
2

:= A1

A0
3

:= A3

...

A0
n

:= An

On d�esignelesprobabilit �esassign�eesdans le premier probl�emepar un indice I , et dans le second
par un indice I I . La permutation de A1 et A2 ne changeant pas la nature du probl�eme, mais
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repr�esentant deux fa�consd'aboutir au mêmer�esultat, on doit avoir en vertu du troisi�emeaxiome
8
><

>:

p(A1jB )I = p(A0
2jB )I I

p(A2jB )I = p(A0
1jB )I I

Par ailleurs, puisque B est indi� �erente entre A 1 et A2, l' �etat de connaissancepar rapport �a B
est identique pour les deux probl�emes,d'o�u par application du troisi�emeaxiome

p(Ak jB )I = p(A0
k jB )I I ; 8k

Il vient donc en combinant cesdeux r�esultats

p(A1jB )I = p(A2jB )I

En g�en�eralisant ce raisonnement �a toutes les permutations possibles(une permutation cyclique
su�t), on obtient

Th �eor �eme 2.7 (Princip e d'indi� �erence )

Si B est indi� �erente entre les n propositions exclusiveset exhaustivesA k ,

p(Ak jB ) =
1
n

Autre d�emonstration (par l'absurde)
Si on n'assignepas lesmêmesplausibilit �es,par une simple permutation on conserve le même

�etat de connaissanceen a�ectant desplausibilit �esdi� �erentes, violant ainsi le troisi�emeaxiome.

exemple - 2.3 Tirage d'une urne

Une urne contient 10 boulesnum�erot�ees.Si on d�e�nit

Ak
:= \La ki�eme boule est tir �ee."

B := \L'urne contient 10 boulesnum�erot�ees."

Alors (indi� �erence)p(Ak jB ) =
1
10

.

exemple - 2.4 Tirage sans remise

Soit I := \Une urne contient n boules, dont m sont blanches et le reste noires. On tire une boule
sansla replacer."

Bk
:= \Le ki�eme tirage donne une boule blanche."

Nk
:= \Le ki�eme tirage donne une boule noire."

Quelle est la probabilit �e de tirer une boule blanche au ki�eme tirage?

{

p(B1 jI ) =
m
n

(princip e d'indi� �erence)

p(N1jI ) =
n � m

n
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Pour obtenir ces�equations,il faut supposersubdiviser lespropositions B 1 et N1 en respectivement
m et n � m propositions �el�ementaires, mutuellement exclusiveset exhaustives,donc de plausibilit �e
1=n. Il su�t ensuite de sommer les propositions �el�ementaires correspondant �a B 1 et N1.

{ Comme B2 = B1B2 + N1B2 sachant I , on peut �ecrire

p(B2jI ) = p(B1B2 + N1B2jI )

= p(B1B2 jI ) + p(N1B2 jI )

= p(B1jI )p(B2 jB1I ) + p(N1jI )p(B2 jN1I )

=
m
n

m � 1
n � 1

+
n � m

n
m

n � 1

=
m
n

Mais n'�etait-ce pas�evident d�esle d�epart? En e�et, en l'absenced'information sur cequi s'est pass�e
lors du premier tirage (retrait soit d'une boule blanche, soit d'une boule noire), on est exactement
dans la mêmesituation que lors du premier tirage. Et cela reste vrai pour les tirages suivants

p(Bk jI ) =
m
n

;8k � n

Et pourtant, si on d�epassele ni�eme tirage, il ne subsisteplus de boulesdans l'urne et

p(Bk jI ) = 0;8k > n

Il est important de remarquer ici est l'information donn�ee par I ne permet pas de distinguer les
tirages tant quek � n. La donn�eed'une information compl�ementaire J =\Les trois premierstirages
ont donn�e une boule blanche." changerait compl�etement ce r�esultat :

p(Bk jI J ) = 1; 1 � k � 3

p(Bk jI J ) =
m � 3
n � 3

; 4 � k � n

p(Bk jI J ) = 0; k > n

Si maintenant au lieu de l'information J on donnait l'information J 0 =\Les trois derniers tirages
(n � 2;n � 1;n) ont donn�e une boule blanche.", cesr�esultats doivent encoreêtre chang�es:

p(Bk jI J 0) =
m � 3
n � 3

; 1 � k � n � 3

p(Bk jI J 0) = 1; n � 2 � k � n

p(Bk jI J 0) = 0; k > n

En e�et, d'un point de vue purement logique, tout sepassepour l'observateur commesi l'urne ne
contenait au d�epart que n � 3 boulesdont m � 3 blanches,bien que les trois boulesblanchesman-
quantes aient �et�e enlev�eespost�erieurement. Cet exemplemontre clairement que la conditionnalit �e
du degr�e de plausibilit �e est d'ordre purement logique, et en aucun casune causalit�e physique.

exer cice - 2.1 Pi �eces et b ô�tes de conserv e

On consid�ere le jeu d�ecrit par la proposition logique I suivante :
I = \On disposede trois bô�tes de conserve vides (not�eesA, B et C), rang�eesde gauche �a droite, et

de deux pi�ecesde monnaie. Les deux pi�ecessont plac�eessousdeux des bô�tes de conserve, la troisi �eme
restant vide (une bô�te ne peut contenir qu'une pi�ece�a la fois)."

{ a) - On d�e�nit les propositions logiquesA, B et C par :
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A = \Une pi�ecesetrouve sousla bô�te A."

B = \Une pi�ecesetrouve sousla bô�te B."

C = \Une pi�ecesetrouve sousla bô�te C."

Il est intuitif que sous la seule information I , les trois propositions logiques A, B et C sont
�equiprobableset que

p(AjI ) = p(B jI ) = p(CjI ) = 2=3

Ce r�esultat est-il obtenu par application du principe d'indi� �erencesur A, B et C ? Pourquoi?
Montrer que sachant I on a les trois identit �es:

AB + B C + AC = 1

AB C = 0

A = AB + AC

Appliquer alors le principe d'indi� �erencepour trouver les valeurs de p(AjI ), p(B jI ) et p(CjI ).
{ b) - On donne maintenant l'information compl�ementaire suivante :

J = (toute l'information de I ) et \Il y a deux fois plus de chance qu'une pi�ecesoit entour�ee de
vide (une bô�te vide ou rien), que de chancequ'elle soit voisine d'une autre pi�ece."
Que valent alors p(AjJ ), p(B jJ ) et p(CjJ )?

R�eponse
{ a) - D'apr �esI , il y a seulement trois possibilit�es: AB , B C et AC

A B C
J J


 ! AB



J J

! B C
J



J

! AC

A, B et C ne sont pas mutuellement exclusives et exhaustives sachant I , on ne peut donc pas
appliquer le principe d'indi� �erence.Par contre, AB , B C et AC sont mutuellement exclusives et
exhaustives, et donc AB + B C + AC = 1 et AB C = 0 sachant I . De plus, pour avoir une pi�ece
sous la bô�te A, il faut avoir soit AB soit AC , donc A = AB + AC sachant I . (On a de même
B = AB + B C et C = AC + B C.) Par application du principe d'indi� �erence,

p(AB jI ) = p(B CjI ) = p(AC jI ) = 1=3

et
p(AjI ) = p(AB + AC jI ) = p(AB jI ) + p(AC jI ) = 2=3

car p(AB CjI ) = 0. On trouve de mêmep(B jI ) = 2=3 et p(CjI ) = 2=3.
{ b) - Dans les casAB et B C, les pi�ecessont toujours voisines.Dans le casAC , les pi�ecesn'ont pas

de voisines.On en d�eduit donc:

p(AC jJ ) = 2p(AB jJ ) = 2p(B CjJ )

AB , B C et AC sont toujours mutuellement exclusiveset exhaustivessachant J , donc

p(AB jJ ) + p(B CjJ ) + p(AC jJ ) = 1

On en d�eduit que p(AC jJ ) = 1=2 et p(AB jJ ) = p(B CjJ ) = 1=4, puis
8
>>>><

>>>>:

p(AjJ ) = p(AB jJ ) + p(AC jJ ) = 3=4

p(B jJ ) = p(AB jJ ) + p(B CjJ ) = 1=2

p(CjJ ) = p(AC jJ ) + p(B CjJ ) = 3=4
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2.4 Test d'h yp oth �ese

2.4.1 Notations et probl �ematique

Supposonsque nous d�esirions tester la v�eracit�e d'une assertionconcernant un syst�emephy-
sique. Comment s'y prendre? La m�ethode scienti�que orthodoxe veut que l'on r�ealise une
exp�erience,que l'on mesureun certain nombre de grandeurs,puis que l'on essaye de voir dans
quelle mesureles donn�eesacquisessoutiennent l'hypoth�eseformul�ee.

Comment �ecrire ce princip e math�ematiquement ? Nous pouvons chercher la plausibilit �e de
l'hypoth�esesachant l'exp�eriencee�ectu �eeet les r�esultats (donn�ees)obtenus:

D �e�nition 2.5 (Probabilit �e post �erieure d'une hyp oth �ese)

p(H jV I )

I := \T oute l'information disponible d�ecrivant les conditions exp�erimentales."

V := \L es donn�eesobtenues."

H := \L'hyp oth�ese�a tester."

p(H jV I ) = \Probabilit �e que l'hypoth�eseH soit vraie, sachant que pour l'exp�erienced�ecrite
par I on a obtenu les donn�eesV ."

2.4.2 M �etho de g�en�erale de r �esolution

La r�egledu produit fournit

p(VH jI ) = p(H jI ) p(V jH I ) = p(V jI ) p(H jV I )

soit encore

Propri �et �e 2.8 ( �Evaluation de la probabilit �e post �erieure d'une hyp oth �ese)

p(H jV I ) = p(H jI )
p(V jH I )
p(V jI )

{ p(H jI ) : probabilit �e ant�erieure de H (ant�erieure �a la mesure de V) ;
{ p(V jI ) : probabilit �e ant�erieure de V (sans tenir compte de H ) ;
{ p(V jH I ) : probabilit �e de mesurer V si on fait con�ance �a H , ou vraisemblance

de H (ce terme repr�esente toute l'information sur H que contiennent les
donn�eesV).
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Comment obtenir cesdi� �erents termes?

{ Les probabilit �esant�erieuresp(H jI ) et p(V jI ) doivent être assign�eespar l'observateur sui-
vant l'information dont il dispose, c'est-�a-dire I (en pratique �a l'aide du princip e d'in-
di� �erence,ou du princip e du maximum d'entropie d�ecrit plus loin).

{ La vraisemblancede H , p(V jH I ), provient en g�en�eral d'un mod�elephysiquede l'obtention
desdonn�eesV (voir exemples�a suivre).

2.4.3 Crit �ere de s�election d'une hyp oth �ese

Une fois que p(H jV I ) a �et�e obtenue, comment d�ecider si l'hypoth�eseest valable ou non?

{ Si p(H jV I ) � 1, H est tr �esvraisemblablement vraie.
{ Si p(H jV I ) � 0, H est tr �esvraisemblablement fausse.
{ Mais si p(H jV I ) � 1

2 , que conclure? Simplement que les r�esultats de l'exp�eriencee�ectu �ee
ne permettent pas de trancher quand �a la v�eracit�e de l'hypoth�ese.

Toutes les situations interm�ediairessont bien sûr possibles.

2.4.4 Cas particulier : l'alternativ e

D�e�nition 2.6 (Alternativ e)

Une alternative est un choix binaire entre une hypoth�eseH et sa n�egation �H .

H et �H sont mutuellement exclusiveset exhaustivespour I

p(H �H jI ) = 0 et p(H jI ) + p( �H jI ) = 1

Le probl�emeest donc de comparerH et �H , ou de d�ecider si H est plus vraisemblablement vraie
ou fausse.

p(H jV I ) = p(H jI )
p(V jH I )
p(V jI )

p( �H jV I ) = p( �H jI )
p(V j �H I )
p(V jI )

D �e�nition 2.7 (Chances d'une hyp oth �ese)

\L es chances" de H sachant V et I sont d�e�nies par

O(H jV I ) :=
p(H jV I )
p( �H jV I )

O(H jV I ) = O(H jI )
p(V jH I )
p(V j �H I )
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Cette expressionpermet de calculer \les chances" de H post�erieurement �a la mesure de V ,
connaissant \les chances" ant�erieuresde H , et les vraisemblancesde H et �H .

D �e�nition 2.8 ( �Evidence d'une hyp oth �ese)

L' �evidence de H sachant V et I est d�e�nie par

e(H jV I ) := 10LogO(H jV I )

e(H jV I ) = e(H jI ) + 10Log
�

p(V jH I )
p(V j �H I )

�

Supposonsmaintenant que l'on accumule desdonn�ees,par exempleen r�ep�etant l'exp�erience,ou
en fusionnant desdonn�eesdi� �erentes, alors V = V1V2 : : : et

e(H jV I ) = e(H jI ) + 10Log
�

p(V1jH I )
p(V1j �H I )

�

+ 10Log
�

p(V2jV1H I )
p(V2jV1 �H I )

�

+ � � �

Un cas int�eressant est celui pour lequel les donn�eesVk sont logiquement ind�ependantes sachant
I . Alors

e(H jV I ) = e(H jI ) + 10
X

k

Log
�

p(Vk jH I )
p(Vk j �H I )

�

On a ainsi d�ecoupl�e les apports des paquets de donn�eesind�ependants Vk , pour le jugement de
l'hypoth�eseH .

p (probabilit �e) O (les chances) e (�evidence)

1
2

1:1 0 dB

2
3

2:1 3 dB

4
5

4:1 6 dB

10
11

10:1 10 dB

100
101

100:1 20 dB

0.999 1000:1 30 dB

0.9999 10000:1 40 dB

Tab. 2.1 { Les �echelles de jugement d'une hypoth�ese.

exemple - 2.5 Con tr ôle qualit �e

I := \11 machines automatiques fabriquent des transistors, qui tombent dans des caissessans
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�etiquette. Les caissessont stock�eessans qu'on puisse les di� �erencier. 10 des 11 machines fabriquent 1
transistor sur 6 d�efectueux,et la onzi�eme1 transistor sur 3 d�efectueux."

On prend une descaisses,qui contiennent un tr �esgrand nombre de transistors, et on veut en testant
quelquesuns destransistors d�eterminer la machine de provenance.Sachant I on consid�ere l'alternativ e:

{ H := \La caisseprovient de la onzi�ememachine."
{ �H := \La caisseprovient de l'une des10 premi�eresmachines."

avec p(H jI ) =
1
11

et p( �H jI ) =
10
11

, soit e(H jI ) = � 10 dB.

On d�e�nit V := \On tire un transistor de la caisse.On le teste. On note le r�esultat : bon (1) ou
mauvais (0)." On a donc 8

><

>:

p(V0jH I ) =
1
3

p(V1jH I ) =
2
3

et 8
><

>:

p(V0j �H I ) =
1
6

p(V1j �H I ) =
5
6

Le nombre de transistors est tr �esgrand, on ne pourra donc en tester qu'un petit nombre. Les vraisem-
blancespr�ec�edentes (le mod�ele de mesure)sont donc ind�ependantes de l'ordre destests.

10Log
�

p(V0 jH I )
p(V0 j �H I )

�
= Log

2

6
4

1
3
1
6

3

7
5 = +3dB

10Log
�

p(V1 jH I )
p(V0 j �H I )

�
= Log

2

6
4

2
3
5
6

3

7
5 = � 1dB

Donc chaque fois qu'on trouve un transistor d�efectueux l' �evidencede H crô�t de 3 dB, tandis qu'elle
d�ecrô�t de 1 dB pour chaquetransistor correct :

e(H jV I ) = e(H jI ) + 3n0 � n1

o�u n0 est le nombre de transistors d�efectueuxet n1 le nombre de transistors corrects. Par exemplesur 12
tests, si on trouve 5 transistors d�efectueux

e(H jV I ) = � 10+ 3 � 5 � (12 � 5) = � 2 dB

Et sur 24 tests, si on trouve 10 transistors d�efectueux

e(H jV I ) = � 10+ 3 � 10� (24 � 10) = +6 dB

On voit donc que pour une même proportion d'�echec l' �evidencechange de valeur voire même de signe
suivant le nombre de tests. Dans l'exemple num�erique pr�ec�edent on part de -10 dB avant les tests, on
passepar -2 dB �a 12 tests, puis �a +6 dB �a 24 tests. Partant d'une hypoth�esepeu plausible (-10 dB), on
change ainsi d'avis jusqu'�a la juger relativement plausible (+6 dB), en oubliant au fur et �a mesure l' a
priori de d�epart quand on accumule desdonn�ees.

Mais comment prendre uned�ecision? Par exemple,si l' �evidenced�epasse10dB on acceptequela caisse
test�eeprovient (probablement) de la onzi�ememachine. Si au contraire l' �evidencedescendau dessousde
-15 dB, on d�ecr�ete que la caisseprovient d'une des10 premi�eresmachines. Suivant ce type de crit �ere, on
voit que le nombre de tests n'est pas �x �e.
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A tten tion ! Dans le cas o�u on ne consid�ere pas une alternative, mais n hypoth�eses(H k ;k =
1� � � n) mutuellement exclusiveset exhaustivessuivant I , avec n > 2

p(H kH l jI ) = p(H k jI )� kl et
nX

k=1

p(H k jI ) = 1

et que les donn�ees V peuvent se factoriser sous la forme V = V1V2 � � � Vm o�u les Vk sont
ind�ependantes logiquement pour toutes les hypoth�eses

p(V1 � � � Vm jH k I ) =
mY

l=1

p(Vl jH k I )

alors en g�en�eral

p(V1 � � � Vm j �H k I ) 6=
mY

l=1

p(Vl j �H k I )

Ainsi on ne peut pas dans ce casd�ecoupler les apports desVl pour �evaluer l' �evidencede H k .

2.4.5 Test d'h yp oth �eses multiples

Dans le cas o�u on doit comparer un nombre �ni d'hypoth�eses,il convient tout d'abord
d'obtenir

p(H k jV I );k = 1� � � n

par application de

p(H k jV I ) = p(H k jI )
p(V jH k I )

p(V jI )

Il reste qu'il faut faire un choix parmi ces hypoth�eses.Il est raisonnable (mais arbitraire) de
choisir l'hypoth�esela plus probable:

D �e�nition 2.9 (Princip e du maxim um a posteriori (MAP) )

H k0 = Argmax
H k

f p(H k jV I )g

En g�en�eral, p(V jI ) n'in tervient pas dans ce choix. Si de plus toutes les hypoth�esessont
�equiprobablessachant I (p(H k jI ) = 1

n ), alors le princip eMAP ser�eduit au princip edu maximum
de vraisemblance (MV) :

D �e�nition 2.10 (Princip e du maxim um de vraisem blance (MV) )

H k0 = Argmax
H k

f p(V jH k I )g

Il est en tout castoujours possiblede contr ôler la validit �e de la solution MAP ou MV obtenue
en �etudiant la forme de p(H k jV I ) (�gure 2.1).



30 CHAPITRE 2. TH �EORIE LOGIQUE DES PROBABILIT �ES

H k

p(H k jV X )

H k0

Que penser?

H k

p(H k jV X )

H k0

Courbe \molle" :
solution impr�ecise

H k

p(H k jV X )

H k0

Courbe piqu�ee:
solution cr�edible

Fig. 2.1 { Repr�esentation graphiquedu crit �ere MAP ou MV.
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2.4.6 Test d'un nom bre in�ni d'h yp oth �eses

La th�eorie logique des probabilit �es ne travaille que sur des propositions discr�etes. Il est
cependant facile d'inclure des probl�emesconcernant un param�etre variant contin ûment, par la
proc�edure suivante.

Soit f un param�etre variant contin ûment.

F := (f � q) et F 0 := (f > q)

F et F 0 sont despropositions discr�etes,exclusiveset exhaustives.On peut d�e�nir :

G(q) := p(F 0jI )

G(q) est une fonction positive et croissante de q.

A := (f � a); B := (f � b) et W := (a < f � b)

B = A + W , et A et W sont exclusiveset exhaustivespour B , donc

p(B jI ) = p(AjI ) + p(W jI )

soit
p(W jI ) = p(a < f � bjI ) = G(b) � G(a)

soit encore

p(a < f � bjI ) =
Z b

a
g(f )df

Il est clair que G est la fonction de r�epartition, et g la densit�e de probabilit �e pour f .
Soit A f

:= \Le param�etre a une valeur entre f et f + df ."

p(A f jV I ) = p(A f jI )
p(V jA f I )

p(V jI )

8
><

>:

p(A f jI ) = g(f jI )df

p(A f jV I ) = g(f jV I )df

donc

g(f jV I ) = g(f jI )
p(V jA f I )

p(V jI )

Soit H f
:= \Le param�etre a pour valeur f ." Quand df ! 0, p(V jA f I ) ! p(V jH f I ), et donc au

�nal

g(f jV I ) = g(f jI )
p(V jH f I )

p(V jI )

Par abus de notation, on �ecrit p(f jI ) et p(f jV I ) pour g(f jI ) et g(f jV I ).

exemple - 2.6 Con tr ôle qualit �e

On reprend l'exemple du contr ôle destransistors, mais les hypoth�esessont maintenant :

H f
:
= \La machine produit une fraction f de transistors d�efectueux."

On en d�eduit
p(V jH f I ) = f n (1 � f )N � n
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avec V := \On teste N transistors, n sont d�efectueux."
Il vient donc

p(f jV I ) =
f n (1 � f )N � n p(f jI )

Z 1

0
f n (1 � f )N � n p(f jI ) df

{ Dans l'exemple pr�ec�edent, nous avions:

p(f jI ) =
10
11

�
�

f �
1
6

�
+

1
11

�
�

f �
1
3

�

d'o�u

p(f jV I ) =

10
11

�
1
6

� n �
5
6

� N � n

�
�

f �
1
6

�
+

1
11

�
1
3

� n �
2
3

� N � n

�
�

f �
1
3

�

10
11

�
1
6

� n �
5
6

� N � n

+
1
11

�
1
3

� n �
2
3

� N � n

{ Supposonsmaintenant que p(f jI ) = 1; 0 � f � 1 (on ne disposed'aucune information donnant
une pr�ef�erence�a une fraction f particuli �ere). Alors

p(f jV I ) =
(N + 1)!

n!(N � n)!
f n (1 � f )N � n

Quelle est la solution MAP (identique �a la solution MV ici) ?

dg
df

(f jV I ) / n f n � 1 (1 � f )N � n � (N � n) f n (1 � f )N � n � 1

donc
dg
df

(f jV I ) = 0 , f̂ =
n
N

Que devient p(f jV I ) quand on fait un grand nombre de tests?

ln p(f jV I ) � n ln f + (N � n) ln(1 � f ) + Const:

ln p(f jV I ) � ln g(f̂ jV I ) �
(f � f̂ )2

2� 2 + O((f � f̂ )2)

avec

� 2 =
f̂ (1 � f̂ )

N

d'o�u

p(f jV I ) � N (f ;f̂ ;� 2)

Donc plus on fait de tests (N augmente), plus p(f jV I ) s'a�ne. En fait :

lim
N !1

p(f jV I ) = � (f � f̂ )

et � diminue comme
1

p
N

.
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2.5 Princip e du maxim um d'en tropie

Comment faire pour aller au del�a du princip e d'indi� �erence?

exemple - 2.7 Fenêtres jap onaises

On a fait des statistiques au Japon lors du dernier tremblement de terre. On nous dit \La fen̂etre
moyennes'est cass�eeen 10 morceaux." Sachant cela, quelle est la probabilit �e qu'une fen̂etre japonaisese
casseen n morceaux?

Quelle est la distribution qui pr�esupposele moins, tout en satisfaisant les contrain tes? Ou
quelle est la distribution la plus probable?

2.5.1 Entropie de Shannon

L'entropie d'une distribution discr�ete p1; : : : ;pn est introduite �a partir despostulats suivants :
{ (1) Il existe une mesureH n (p1; : : : ;pn ) de la \quantit �e d'incertitude."
{ (2) Hn est continue.
{ (3) h(n) := Hn( 1

n ; : : : ; 1
n ) est une fonction croissante de n.

{ (4) Hn est cons�equente : s'il y a plusieurs fa�cons de calculer sa valeur, toutes doivent
conduire �a la même valeur. En particulier, si p1 + q = 1, on mesure l'incertitude par
H2(p1;q). Si on apprend de plus que q = p2 + p3, alors p1 + p2 + p3 = 1 et l'incertitude est
mesur�eepar H 3(p1;p2;p3). On doit alors postuler que

H3(p1;p2;p3) = H2(p1;q) + qH2

�
p2

q
;
p3

q

�

qui est une loi de d�ecomposition en sous-syst�emes.
On montre que la seulesolution satisfaisant les conditions pr�ec�edentes est

Hn(p1; : : : ;pn ) := �
nX

k=1

pk ln pk

2.5.2 M �etho de de Wallis

La m�ethode de Wallis est une exp�erience de pens�ee conduisant au princip e du maximum
d'entropie (on pourra noter qu'elle est en quelque sorte li�ee �a l'axiome des \fr �equences"de la
th�eorie classiquedesprobabilit �es).

Soit l'information I imposant descontrain tes sur la distribution discr�etep1; : : : ;pn . On choisit
un nombre m � n. On supposequ'on a n bô�tes, dans lesquelleson lance les m pi�eces.Cette
distribution despi�ecesg�en�ere une distribution pk en comptant les pi�ecesdans chaque bô�te

pk =
mk

m

o�u mk est le nombre de pi�ecesdans la bô�te num�ero k (k = 1: : : n). De toutes les distributions
ainsi obtenues,on ne garde que cellesqui sont compatibles avec l'information I .

La probabilit �e d'une r�epartition particuli �ere est

W = n� m m!
m1! � � � mn !
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Quelle est la distribution la plus probable? Celle qui maximise W :

max
pk

m!
m1! � � � mn !

D'apr�es la formule de Stirling,

ln(m!) = m ln m � m +
p

2� m +
1

12m
+ O

�
1
m

�

donc
1
m

ln(m!) = ln m � 1 + O
�

1
p

m

�

1
m

ln
�

m!
m1! � � � mn !

�
=

1
m

 

ln(m!) �
nX

k=1

ln(mpk )!

!

� ln m � 1 �
nX

k=1

pk(ln( mpk ) � 1)

� ln m � 1 �

 nX

k=1

pk

!

| {z }
=1

ln m �
nX

k=1

pk ln pk +
nX

k=1

pk

| {z }
=1

� �
nX

k=1

pk ln pk = Hn (p1; : : : ;pn )

D'o�u le r�esultat :

Th �eor �eme 2.9 (Princip e du maxim um d'en tropie )

La distribution la plus probable est celle qui maximise l'entropie tout en �etant com-
patible avec l'information I (les contraintes).

Nous venons de faire une \d �emonstration" de ce th�eor�eme dans le cas des distributions
discr�etes.Dans le cascontinu, il seg�en�eraliseen prenant pour d�e�nition de l'entropie

H (p) = �
Z

R
p(x) ln p(x) dx

exemple - 2.8 Mo yenne �x �ee { cas discret

n = 3 et < n > = �n �x �ee.M�ethode desmultiplicateurs de Lagrange (on trouvera un bref rappel de
ce principe en annexede ce chapitre) :

	( p) = H3(p) � �
3X

k=1

kpk � (� � 1)
3X

k=1

pk

@	
@pk

(p) = � ln pk � 1 � �k � (� � 1) = 0;k = 1: : : 3

d'o�u
pk = exp(� � ) exp(� �k )
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Par identi�cation de � et � on obtient (calcul di�cile)

8
>>>><

>>>>:

p1 =
3 � �n � p2

2
p2 = 1

3

� p
4 � 3(�n � 2)2 � 1

�

p1 =
�n � 1 � p2

2

exemple - 2.9 Mo yenne �x �ee { cas contin u

On suppose la moyenne de la distribution �x �ee, et �egale �a m. La m�ethode des multiplicateurs de
Lagrangedonne encore:

	( p) = H (p) � �
Z

xp(x) � (� � 1)
Z

p(x)

@	( p)
@p(x)

= � ln p(x) � 1 � �x � (� � 1) = 0; 8x 2 R

avec � > 0 et � > 0, d'o�u
p(x) = exp(� � ) exp(� �x )

Pour �eviter une divergencedans
Z

p(x) dx, il faut restreindre le domainede d�e�nition de x, par exemple

�a [0; + 1 [. En identi�an t les param�etres de Lagrange,on voit alors facilement que � = exp(� � ) = 1=m,
et donc

p(x) =
1
m

exp
�

�
x
m

�

Cette distribution est par exemplecelle de l'in tensit�e du speckle.

2.5.3 G�en�eralisation : fonction de partition

Le princip e du maximum d'entropie est bien adapt�e quand l'information I consisteen un
certain nombre de moyennes.

Soit x une variable qui peut prendre lesvaleursx k ;k = 1: : : n. m moyennessont donn�ees,de
la forme

< f l (x) > =
nX

k=1

pk f l (xk );l = 1: : : m

Avec la contrain te additionnelle que
nX

k=1

pk = 1, la fonction de Lagrange associ�ee au probl�eme

de maximisation de l'entropie est:

	( p) = Hn (p) � (� 0 � 1)
nX

k=1

pk �
mX

l=1

� l

nX

k=1

pk f l (xk )

@	
@pk

(p) = � ln pk � 1 � (� 0 � 1) �
mX

l=1

� l f l (xk )
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En annulant toutes cesd�eriv�eespartielles

@	
@pk

(p) = 0;8k = 1: : : n

on obtient

pk = exp

 

� � 0 �
mX

l=1

� l f l (xk )

!

La contrain te
nX

k=1

pk = 1 donne

exp(� 0) := Z (� ) =
nX

k=1

exp

 

�
mX

l=1

� l f l (xk )

!

Z (� ) est la fonction de partition. On v�eri�e que:

8
>><

>>:

� 0 = ln Z (� )

< f l (x) > = �
@Z
@� l

(� )

On d�e�nit S commel'entropie maximum, donc correspondant �a la distribution la plus probable
trouv�eeci-dessus,et l'on v�eri�e que

S := (H )max = � 0 +
mX

l=1

� l < f l (x) >

S ne d�epend que desdonn�ees: c'est une mesureobjective de l'incertitude (il s'agit par analogie
de l'entropie de la thermodynamique).

Il existe bien d'autres relations entre � l , < f l (x) > , Z (� ), S . . . , qui sont �a la basede la
m�ecaniquestatistique. Par exemple:

{ ensemble canoniquede Gibbs (�energiemoyenne�x �ee);
{ ensemble grand canoniquede Gibbs (�energiemoyenne �x �ee+ nombre de particules �x �e)

V�eri�cation que S est bien un maximum absolu:

ln x � x � 1; 0 � x � 1

donc
nX

k=1

pk ln
uk

pk
�

nX

k=1

pk

�
uk

pk
� 1

�
= 0

avec
nX

k=1

pk =
nX

k=1

uk = 1, donc

Hn (p) �
nX

k=1

pk ln
1
uk

avec �egalit�e si et seulement si les distributions p et u sont identiques.
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Soit maintenant

uk
:=

1
Z (� )

exp

 

�
mX

l=1

� l f l (xk )

!

alors

Hn(p) �
nX

k=1

pk

 

ln Z (� ) +
mX

l=1

� l f l (xk )

!

Hn(p) � ln Z (� ) +
mX

l=1

� l < f l (x) >

Hn(p) � S

S est donc bien le maximum absolu.

exemple - 2.10 o�u l'on retrouv e la gaussienne

Quelle est la distribution d'entropie maximum si on �xe la moyenneet la variance?
{ Cas discret { Les contrain tes sont :

< k > =
nX

k=1

kpk et � 2+ < k > 2=
nX

k=1

k2pk

On trouve donc imm�ediatement :

pk = exp
�
� � 0 � � 1k � � 2k2�

et il s'agit d'une gaussienne(l'identi�cation desparam�etresde Lagrangen'est pas facile).
{ Cas contin u { Les contrain tes sont :

m =
Z

xp(x) dx et � 2 + m2 =
Z

x2p(x) dx

On trouve donc imm�ediatement :

p(x) = exp
�
� � 0 � � 1x � � 2x2�

et par identi�cation desparam�etres de Lagrange:

p(x) = N (x;m;� 2)

2.6 Annexe : m�etho de des multiplicateurs de Lagrange

La m�ethode desmultiplicateurs de Lagrangeest un outil math�ematique largement employ�e
pour les probl�emesd'optimisation souscontrain tes. Nous allons la d�ecrire dans le casde l'opti-
misation souscontrain te d'une fonction d'une variable vectorielle, mais elle est utilisable dans
un cadre bien plus g�en�eral, et en particulier pour les fonctions de fonctions.

Soit f (x) une fonction du vecteur x �a n composantes, qui est d�e�nie sur D, sous-ensemble
de Rn . On cherche �a obtenir le vecteur x̂ qui minimise la fonction f (x) sur D, souscontrain te
que:

g(x) = 0
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o�u g est une fonction quelconquedu vecteur x (la contrain te). On supposeque les fonctions f
et g sont d�erivablesen tout point de D. On supposede plus qu'au voisinagede chaque point x
de D, g(x) = 0 d�e�nit une solution implicite :

xn = h(x1;:::;xn� 1)

Le minimum de f (x) souscontrain te queg(x) = 0 pourra alors être obtenu en injectant la valeur
xn = h(x1;:::;xn� 1) dans f (x), puis en minimisant le r�esultat

f (x1;:::;xn� 1;h(x1;:::;xn� 1))

par rapport aux (n � 1) variables x1, ..., xn� 1, soit

@f (x1;:::;xn� 1;h(x1;:::;xn� 1))
@x i

+
@h(x1;:::;xn� 1)

@x i
:

@f (x)
@xn

= 0; 8 i = 1;:::;n � 1

De plus, puisque

g(x1;:::;xn� 1;h(x1;:::;xn� 1)) = 0

on a �egalement

@g(x1;:::;xn� 1;h(x1;:::;xn� 1))
@x i

+
@h(x1;:::;xn� 1)

@x i
:

@g(x)
@xn

= 0; 8 i = 1;:::;n � 1

On peut �ecrire ces�equationssousforme matricielle :

0

B
B
@

@f
@x i

@f
@xn

@g
@x i

@g
@xn

1

C
C
A

0

B
B
@

1
@h
@x i

1

C
C
A =

0

B
@

0

0

1

C
A ; 8 i = 1;:::;n � 1

Les lignes de la matrice sont donc proportionnelles, et l'on en d�eduit

@f
@x i

(x̂) = �
@g
@x i

(x̂); 8 i = 1;:::;n

Le minimum de f (x) souscontrain te que g(x) = 0 est donc obtenu en minimisant la fonction :

	( x) = f (x) � �g (x)

o�u � estappel�e le multiplicateur deLagrange.Il restecependant �a obtenir la valeur de � . Puisque
la solution est obtenue en minimisant la fonction de Lagrange 	( x) = f (x) � �g (x), l'optim um
trouv�e, x̂(� ), d�epend de � . Il faut alors identi�er la valeur du multiplicateur de Lagrange en
r�esolvant l' �equation

g(x̂(� )) = 0:

op�eration que l'on d�esignesousle nom d'identi�cation du param�etre.
La d�emonstration pr�ec�edente se g�en�eralise dans le cas o�u plusieurs contrain tes sont ap-

pliqu�ees,et on obtient la propri �et�e suivante.
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Propri �et �e 2.10 (Multiplicateurs de Lagrange )

Soit f (x) une fonction du vecteur x �a n composantes,qui est d�e�nie sur D, sous-
ensemblede Rn . Le vecteur x̂ qui minimise la fonction f (x) sur D, sous les m
contraintes:

gk (x) = 0; k = 1:::m

peut être obtenu en formant la fonction de Lagrange

	( x;� ) = f (x) �
mX

k=1

� kgk (x)

o�u � k > 0, puis en cherchant x̂(� ) qui optimise 	( x;� ) sur D par

@	
@x i

(x̂(� );� ) = 0; i = 1:::n

et en�n en identi�ant les contraintes

gk (x̂(� )) = 0; k = 1:::m:
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Chapitre 3

Th �eorie de la d�ecision

3.1 In tro duction

Jusqu'�a pr�esent, nous avons vu comment calculer la probabilit �e d'un certain nombre d'hy-
poth�eses,au senslarge. Comment convertir une mesurede plausibilit �e (une probabilit �e) en une
d�ecision? c'est le but de la th�eorie de la d�ecision.

La donn�ee des probabilit �es de toutes les hypoth�esespossiblesconcernant un probl�eme r�eel
n'est pas su�san te, car toutes les hypoth�esesne sont pas �equivalentes pour la d�ecision �nale.
Pour pouvoir prendre une d�ecision, il faut d�e�nir un crit �ere mesurant l'opportunit �e de chaque
d�ecision, �a la lumi�ere deshypoth�esesplus ou moins plausibles.

exemple - 3.1 Esp�erance de pro�t

On d�e�nit l'esp�erancede pro�t par

< M > =
nX

k=1

pk M k

o�u il y a n possibilit�es,chacunede probabilit �e pk , et de pro�t �nancier M k .
Pour un capitaliste, il peut sembler int�eressant de toujours agir de fa�con �a optimiser son esp�erance

de pro�t.
Soit maintenant une pi�ecetruqu�ee l�eg�erement (par nos soins), pour laquelle on a de bonnesraisons

de croire que face sort avec une probabilit �e de 0.51. On propose�a un quidam dans la rue de lancer la
pi�ece,et on parie la sommeM 0 sur face �a 50/50 :

jouer < M > = 0:51M 0 + 0:49(� M 0) = 0:02M 0 > 0

ne pas jouer < M > = 0
Est-ce que vous jouez tout votre argent, ce qui conduit �a l'esp�erancede pro�t maximum?

3.2 D�e�nitions

Un probl�emede d�ecisionest tr �es similaire �a un probl�emede test d'hypoth�ese,et g�en�eralise
celui-ci.

Voici la proc�edure g�en�erale:

1. Rassembler toute l'information disponible sur le probl�eme; ceci fournit le contexte I (une
proposition logique).
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2. �Enum�erer les �etats possiblesf � j ;j = 1: : : mg du syst�eme (c'est-�a-dire les hypoth�eses).
D�eterminer les probabilit �esant�erieures

p(� j jI ); j = 1: : : m

(par application du princip e d'indi� �erence,du maximum d'entropie...)

3. Collecter les donn�ees V = V1V2 � � �. Dig�erer ces donn�ees pour obtenir les probabilit �es
post�erieures:

p(� j jV I ); j = 1: : : m

par application de la r�egledu produit :

p(� j jV I ) = p(� j jI )
p(V j� j I )
p(V jI )

o�u p(V j� j I ) d�ecrit le mod�ele de mesuredesdonn�ees.

4. �Enum�erer les d�ecisionspossiblesf D i ;i = 1: : : ng.

5. D�e�nir une fonction de perte
L ij = L(D i ;� j )

\ce que côute de prendre la d�ecision D i quand l' �etat du syst�eme est � j ". C'est ici que
s'introduit l'arbitraire de la m�ethode: il n'y a aucun princip eg�en�eral permettant de choisir
L ij .

6. Pour chaque d�ecisionpossibleD i , calculer l'esp�erancede perte:

K (D i )
:=

mX

j =1

L(D i ;� j )p(� j jV I )

Dans cette expression, l' �etat du syst�eme � j apparâ�t comme une variable d'in t�egration
(sommation). C'est un param�etre de nuisance(on ne cherche pas �a d�eterminer l' �etat dans
lequel se trouve le syst�eme,mais �a prendre une d�ecision).

7. R�eglede discrimination entre d�ecisions(ou r�eglede d�ecision):

choisir la d�ecisionD i 0 qui minimise l'esp�erancede perte:

D i 0 = Argmin
D i

K (D i )

3.3 Cas particulier : d�etection

Consid�eronsle casparticulier simplesuivant, mais tr �esimportant enpratique, de la d�etection.
Nous l'exposons sur un exemple a�n que les �equations soient plus \parlan tes", mais il se
g�en�eraliseais�ement �a tout probl�emecomportant seulement deux d�ecisionspossibles.

1. I := \Une batterie anti-a�erienneest automatis�ee.Une cam�era permet l'observation du ciel
alentour. Si on d�etecteun avion, il faut prendre la d�ecisionde tirer ou non. On a remarqu�e
qu'en moyennela probabilit �e qu'un avion passeest p."
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2. Les �etats possiblesdu syst�emesont pour nous

� 1
:= \Il y a un avion"

� 0
:= \Il y a pas d'avion"

avec p(� 1jI ) = p et p(� 0jI ) = 1 � p = q.

3. V := \On a acquis une image du ciel."

8
>><

>>:

p(� 0jV I ) = p(� 0jI )
p(V j� 0I )
p(V jI )

= q
p(V j� 0I )
p(V jI )

p(� 1jV I ) = p(� 1jI )
p(V j� 1I )
p(V jI )

= p
p(V j� 1I )
p(V jI )

p(V j� 0I ) ! vraisemblance qu'il n'y ait pas d'avion dans l'image acquise.

p(V j� 1I ) ! vraisemblance qu'il y ait un avion dans l'image acquise.

4. D�ecisionspossibles:

D0
:= \On ne tire pas."

D1
:= \On tire."

5.

L =

0

B
@

L 00 L 01

L 10 L 11

1

C
A =

0

B
@

0 L r

L a 0

1

C
A

L 01 = L r est le \coût d'un faux repos," c'est-�a-dire s'il y a un avion mais qu'on ne tire
pas.
L 10 = L a est le \coût d'une fassealarme," c'est-�a-dire s'il n'y a pas d'avion mais qu'on
tire.
L 00 = L 11 = 0 car danscesdeux cason ne s'est pas tromp�e, et il n'y a donc aucuneraison
de p�enalisercessituations.

6. Esp�erancede perte:

8
>><

>>:

K (D0) = L r p(� 1jV I ) = L r p
p(V j� 1I )
p(V jI )

K (D1) = L ap(� 0jV I ) = L a q
p(V j� 0I )
p(V jI )

7. Tirer si K (D1) < K (D0), c'est-�a-dire si

p(� 1jV I )
p(� 0jV I )

>
L a

L r
ou

p(V j� 1I )
p(V j� 0I )

>
q
p

L a

L r

3.4 Th �eorie de la d�ecision : le poin t de vue classique

La r�egle de d�ecision qui a �et�e pr�esent�ee pr�ec�edemment (D i 0 = Argmin D i
K (D i )) intervient

tout naturellement dans le cadre de la th�eorie logique desprobabilit �es.
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Du point de vue de la th�eorie classiquedes probabilit �es (c'est-�a-dire quand les probabilit �es
sont interpr�et�es commedesfr�equences),l'expressionde l'esp�erancede perte

K (D i )
:=

mX

j =1

L(D i ;� j )p(� j jV I )

poseun probl�emeconceptuel.
En e�et, p(� j jV I ) n'est pas une distribution que l'on peut obtenir �a l'issue d'une exp�erience

al�eatoire de mesured'une quantit �e physique(� j est une hypoth�ese,pasune quantit �e mesurable).
Seulesdesquantit �es du type p(V jI ) ou p(V j� j I ) peuvent être interpr�et�eesde cette fa�con.

Il est cependant possiblede contourner cette di�cult �e de la fa�con suivante.

D �e�nition 3.1 (R�egions de d�ecision et fonctions discriminan tes)

La d�ecision �nale ne peut être prise que sur la base des donn�eesuniquement. Une
r�egle de d�ecision est donc constitu�ee de la donn�ee de n fonctions discriminantes
p(D i jV I ) d�etermin�eesde la fa�con suivante.
Si R est l'espace de d�e�nition desdonn�eesV , R est la r�eunion disjointe desr�egions
de d�ecisions R 1 : : : R n o�u sont vraies respectivement D 1 : : : Dn :

R =
n[

i =1

R i avec R i
\

R j = ; si i 6= j

et V 2 R i implique qu'il fail le choisir la d�ecision D i , c'est-�a-dire par d�e�nition

p(D i jV I ) = � (D i � D i V ) si V 2 R i V

p(D jV I ) =
nX

i =1

p(D i jV I ) est donc une fonction de partition entre les r�egions de

d�ecisions puisqu'un seul dessymboles de Kronecker est non nul �a la fois.

En cons�equence,l'in
uence de toute proposition Y sur la d�ecision �nale D ne peut se faire
qu'�a travers l'in
uence de Y sur les donn�eesV :

p(D i jY I ) =
X

V

p(D i jV I )p(V jY I )

On d�e�nit ensuite la perte conditionnelle.

D �e�nition 3.2 (Perte conditionnelle )

Il s'agit de la perte encourue si le syst�eme est dans l' �etat � j , moyenn�ee sur toutes
les d�ecisions possibles:

L (� j )
:=

X

D i

L(D i ;� j )p(D i j� j I )

D'o�u on d�eduit en prenant Y = � j ,

L (� j ) =
X

D i

X

V

L(D i ;� j )p(D i jV I )p(V j� j I )
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R 2

D2

R 3

R 1

D1

D3

R

Fig. 3.1 { Repr�esentation sch�ematiquedesr�egionsde d�ecision.

Cette expressionne fait intervenir que desquantit �esbien d�e�nies au sensclassique,�a savoir les
fonctions discriminantes et le mod�ele p(V j� j I ).

D �e�nition 3.3 (Crit �ere Minimax )

Pour une r�eglede d�ecision �xe, on cherche le maximum de L(� j ). On cherche alors
la r�eglede d�ecision qui minimise L(� j )max :

pm (D jV I ) := Argmin
p(D jV I )

(

max
� j

f L (� j )g

)

Ce crit �ere revient �a concentrer toute l'atten tion sur le cas le plus d�efavorable, sans tenir
compte de la probabilit �e d'occurrencede ce cas.

La perte en moyenneest d�e�nie par

D �e�nition 3.4 (Perte en moyenne)

< L > :=
X

� j

L(� j )p(� j jI )

Attention, cette quantit �e est naturellement \bayesienne"(c'est-�a-dire doit être compriseau
sensde la th�eorielogiquedesprobabilit �es); elle fait intervenir uneprobabilit �e ant�erieure,p(� j jI ).
Cette di�cult �e est contourn�ee dans les ouvragesqui ne font pas r�ef�erence�a la th�eorie logique
des probabilit �es en disant que � est l' �etat du syst�eme d�e�ni par des nombres mesurables(la
position, la vitesse...).
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D�e�nition 3.5 (Crit �ere de Bayes)

pb(D jV I ) := Argmin
p(D jV I )

f < L > g

< L > =
X

D i

X

V

2

4
X

� j

L(D i ;� j )p(V j� j I )p(� j jI )

3

5 p(D i jV I )

< L > =
X

D i

X

V

2

4
X

� j

L(D i ;� j )p(V � j jI )

3

5 p(D i jV I )

On voit donc que < L > est minimum si pour chaque V on choisit la d�ecision D i V pour
laquelle la quantit �e entre crochet est minimum, puisqu'alors

p(D i jV I ) = � (D i � D i V )

et X

� j

L(D i V ;� j )p(V � j jI ) �
X

� j

L(D i ;� j )p(V � j jI )

impliquent que

< L > =
X

V

2

4
X

� j

L(D i V ;� j )p(V � j jI )

3

5 �
X

D i

X

V

2

4
X

� j

L(D i ;� j )p(V � j jI )

3

5 p(D i jV I )

Mais cette solution est identique �a la r�eglede minimisation de l'esp�erancede perte intro duite
au d�ebut de ce chapitre, puisque

K (D i )
:=

mX

j =1

L(D i ;� j )p(� j jV I ) =
1

p(V jI )

2

4
X

� j

L(D i ;� j )p(V � j jI )

3

5

soit
< L > =

X

D i

X

V

K (D i )p(V jI )p(D i jV I )

Donc quel que soit V , le minimum de < L > est obtenu en choisissant la r�egle de d�ecision
p(D i jV I ), donc la d�ecisionD i , qui minimise K (D i ).

3.5 Strat �egie de Neyman-P earson

La strat�egiede Neyman-Pearsonconcerneplus particuli �erement le probl�emede la d�etection
�etudi�eepr�ec�edemment sur un exemple.C'est un casparticulier de la section pr�ec�edente.

Dans un probl�eme�a deux �etats (signal pr�esent ou non) et �a deux d�ecisions(d�eclencher le tir
ou non), il y a deux sourcesd'erreur :

D1� 0 : faussealarme avec une probabilit �e p(D 1� 0jI )

D0� 1 : faux repos avec une probabilit �e p(D 0� 1jI )
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Cesprobabilit �esde faussealarme et de faux repospeuvent être �evalu�eesconnaissant la r�egle
de d�ecisionp(D jV I ) (voir calcul plus bas).

La strat�egiede Neyman-Pearsonconsiste�a �xer par exemplela probabilit �e de faussealarme,
et �a minimiser la probabilit �e de faux repos souscette contrain te. Il s'agit donc d'un probl�eme
de Lagranged�ecrit par les �equationssuivantes:

p(D1� 0jI ) = �

 � (p(D jV I )) = p(D0� 1jI ) + �p (D1� 0jI )

 � est la fonction de Lagrange �a minimiser, et � le param�etre de Lagrangecorrespondant �a la
contrain te. Pour chaque valeur de � il faut obtenir la r�egle de d�ecisionp� (D jV I ) qui minimise
 � .

S'il l'on connait pr�ecis�ement la valeur de � , il faut ensuite identi�er la contrain te, c'est-�a-dire
trouver la valeur � 0 pour laquelle p(D1� 0jI ) = � . Dans la strat�egie de Neyman-Pearson,on ne
consid�ere pas la valeur de � �x �ee,et l'on cherche �a obtenir plut ôt tous les compromis possibles
entre probabilit �e de faussealarme et probabilit �e de faux repos. Ceux-ci sont obtenus en faisant
varier � de 0 �a 1, ou de fa�con �equivalente � de + 1 �a 0 (voir �gure 3.2, et calculs ci-dessous).

0

1

1�

� ! 0

1  �

p(D1� 0jX )

p(D0� 1 jX )

Fig. 3.2 { Le param�etre � permet de d�ecrire l'ensemblede la courbe.

Calculons les probabilit �esde faussealarme et de faux repos:

p(D0� 1jI ) = p(D0j� 1I )p(� 1jI )

=
X

V

p(D0jV I )p(V j� 1I )p(� 1jI )

p(D0� 1jI ) =
X

V

p(D0jV I )p(V � 1jI )
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On montre de mêmefacilement que

p(D1� 0jI ) =
X

V

p(D1jV I )p(V � 0jI )

ou plus g�en�eralement (ce qui inclue les casde vraie alarme et vrai repos)

p(D i � j jI ) =
X

V

p(D i jV I )p(V � j jI )

pour i et j �egaux �a 0 ou 1. On en d�eduit les r�esultats suivants. D'une part en posant

L ij =

0

B
@

0 L r

L a 0

1

C
A =

0

B
@

0 1

� 0

1

C
A soit � =

L a

L r

on voit que
< L > = p(D0� 1jI ) + �p (D1� 0jI ) =  �

ce qui prouve que la strat�egie de Neyman-Pearsonest un casparticulier du risque de Bayes. Il
n'en restepasmoins que de calculer lesprobabilit �esde faussealarme et de faux reposdonneune
bonne id�ee des performancesdu syst�eme, et permet une repr�esentation simple des compromis
possibles.

D'autre part on a de fa�con �evidente
X

D i

X

� j

p(D i � j jI ) = p(D0� 0jI ) + p(D0� 1jI ) + p(D1� 0jI ) + p(D1� 1jI ) = 1

ce qui implique que si p(D 0� 1jI ) = 1 alors p(D1� 0jI ) = 0 et r�eciproquement, ce qui permet
d'obtenir les points extrêmesde la courbe de la �gure 3.2.

Pr�ecisonsen outre la relation entre � et � . Si � = 0, alors  0 = p(D0� 1jI ), et la minimisation
aboutira �a p(D0� 1jI ) = 0 soit � = 1. Inversement, si � ! 1 ,  � ! �p (D1� 0jI ), et la minimisation
aboutira �a p(D1� 0jI ) ! 0, soit � ! 0.
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3.6 Exemple : d�etection de bits

I := \On consid�ereun syst�emelin�eaire,pour lequel on mesureune tension v �a un instant
isol�e. On doit d�ecidersi un signald'amplitude �xe s estpr�esent ou non, a�n d'inscrire
un 1 ou un 0 dansune m�emoire (�echantillonnage). On sait que le bruit d'acquisition
est centr �e et de variance � 2. p, q, L a et L r sont suppos�esdonn�es."

� 1
:= \Le signal d'amplitude s est pr�esent."

� 0
:= \Le signal d'amplitude s est absent."

D1
:= \On inscrit un 1."

D0
:= \On inscrit un 0."

V := On mesurela tension v."
Quel mod�ele de mesuredevons nous employer? Nous savons que le bruit d'acquisition est

centr �e et de variance � 2, et que le signal attendu est s si � 1 est vraie et 0 sinon (ou � 0 est vraie).
La tension mesur�ee a donc pour moyenne s si � 1 est vraie et 0 sinon, et pour variance � 2. En
appliquant le princip e du maximum d'entropie on obtient donc:

8
><

>:

p(V j� 1I ) = N (v;s;� 2)

p(V j� 0I ) = N (v;0;� 2)

D'o�u l'on d�eduit
p(V j� 1I )
p(V j� 0I )

=
N (v;s;� 2)
N (v;0;� 2)

= exp

 
2vs � s2

2� 2

!

La r�eglede d�ecisionest donc de choisir D 1 si

p(V j� 1I )
p(V j� 0I )

= exp

 
2vs � s2

2� 2

!

>
q
p

L a

L r

et D0 sinon. En prenant le logarithme de cette derni�ere expression,on voit que la d�ecision
est prise en comparant la tension mesur�ee v �a un seuil vb pr�ed�etermin�e (donn�e seulement par
l'information I ), soit choisir D 1 si

v > vb =
s
2

+
� 2

s
ln

�
q
p

L a

L r

�

et D0 sinon.
On peut maintenant calculer les probabilit �esde faussealarme et de faux repos.

p(D0� 1jI ) = p
X

V

p(D0jV I )p(V j� 1I )

= p
Z vb

�1
N (v;s;� 2)dv

p(D0� 1jI ) = p �
�

vb � s
�

�

o�u �( x) est la fonction erreur d�e�nie par :

�( x) :=
1

p
2�

Z x

�1
exp(� t2=2)dt
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De mêmela probabilit �e de faussealarme est

p(D1� 0jI ) = q
X

V

p(D1jV I )p(V j� 0I )

= q
Z 1

vb

N (v;0;� 2)dv

p(D1� 0jI ) = q
�

1 � �
�

vb

�

� �

Par exemplepour q = 10p et L r = 10L a, vb = s=2, p(D0� 1jI ) = 2:7%, et p(D1� 0jI ) = 0:27%.
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Chapitre 4

Estimation de param �etres

4.1 In tro duction { Probl �ematique

4.1.1 Appro che classique

L'ob jectif g�en�eral de l'estimation de param�etres est d'extraire d'un signal les informations
qu'il contient. Cette information �a obtenir est constitu�ee du vecteur param�etre � (�a n compo-
santes). Le signal attendu jx � > est suppos�e d�ependre du vecteur param�etre � :

�
�
�
�
�
�
�

Rn ! espacedessignaux (discret ou continu)

� 7! jx � >

avec jx � > = x � (t);t 2 R pour un signal continu et jx � > = x � (i );i = 1: : : m pour un signal
discret.

exemple - 4.1 Radar ou sonar

Pour la mesure d'un temps, un signal connu x(t) (une impulsion �electromagn�etique, optique ou
sonore)est �emis,et r�e
 �echi par la cible dont on veut connâ�tre la distance. le signal re�cu est proportionnel
�a x(t � � � ), o�u � � est le param�etre �a d�eterminer. On mesureainsi la distance d = 1

2 c� � , o�u c est la
c�el�erit �e desondesutilis �ees.

Si la cible est mobile, on peut de plus mesurer sa vitesseradiale par e�et Doppler : si le signal x(t)
�emis est �a bande �etroite autour de la fr�equence� 0, la fr�equencedes signaux re�cus sera � 0 + � � , avec
� �
� 0

= 2
vr

c
(vr : vitesseradiale de la cible).

Il est clair que les signaux adapt�es �a la mesure d'un temps (signaux large-bande, donc de courte
dur�ee) ne le sont pas n�ecessairement pour la mesured'une fr�equence(signaux �a bande �etroite, donc de
grande dur�ee). C'est l'ambigu•�t �e temps-fr�equence.

De fa�con g�en�erale, le signal observ�e jr > (ou r (t)) est form�e du signal attendu jx � 0 > et de
bruit jb > , ce qui constitue le mod�ele de mesure

jr > = jx � 0 > + jb >

{ Le bruit jb > est un signal al�eatoire, dont il convient de �xer lescaract�eristiques au mieux
pour am�eliorer l'estimation.

{ � 0 est la valeur inconnue du param�etre, et jx � 0 > est un signal certain mais inconnu.
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{ jr > est le signal observ�e, c'est donc un signal certain.

D �e�nition 4.1 (Estimateur )

Un estimateur �̂ (r ) est une fonction certaine de l'observation jr > , dont on voudrait
que la valeur soit proche de � 0 quand jr > = jx � 0 > + jb > , o�u jb > est le bruit de
mesure.

Nous pr�eciseronsplus loin les propri �et�esd�esirablesd'un estimateur.

4.1.2 Analogie avec le test d'h yp oth �ese

Le probl�emede l'estimation de param�etres est formellement identique au test d'hypoth�eses.
En d�e�nissant

{ I := \Le signal mesur�e est en moyenne jr > = jx � 0 > , o�u � 0 est une valeur particuli �ere du
param�etre � ."

{ H �
:= \Le param�etre a pour valeur � ."

{ V := \On a mesur�e jr > ."

Il est clair que la sp�eci�cation des propri �et�es statistiques de jb > dans l'approche classique
�equivaut �a la donn�eede p(V jH � I ).

Le probl�emeest alors de choisir une deshypoth�esesH � . Nous avons vu que pour cela nous
pouvons utiliser le princip e du Maximum a Posteriori :

�̂ MAP = Argmax
�

p(H � jV I )

ou si toutes leshypoth�esessont �equiprobables(p(H � jI ) = constante) le princip e du Maxim um
de Vraisem blance :

�̂ MV = Argmax
�

p(V jH � I )

Dansla suite, nousutiliserons l'estimateur du maximum devraisemblance(nousconsid�ererons
donc toutes les hypoth�eses�equiprobables).
Notation abusive:

p(r j� ) := p(V jH � I )

4.2 Signal dans un bruit gaussien

Comme souvent, l'hypoth�ese que le bruit de mesure suit une statistique gaussienne(loi
normale) permet de simpli�er les calculs.

Les calculsqui suivent sont faits en notation vectorielle (signaux discrets). La g�en�eralisation
aux signaux continus est imm�ediate.

jb > =

0

B
B
B
B
B
@

b1

...

bm

1

C
C
C
C
C
A
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On supposeque le bruit est centr �e, et que l'on connait samatrice de covariance1 � ij = < b�
i bj > .

Alors le princip e du maximum d'entropie nous conduit �a attribuer �a ce bruit une distribution
gaussienne:

p(b) =
� p

2�
� � m

j� j � 1=2 exp
�

�
1
2

by� � 1b
�

On a alors

p(r j� ) =
� p

2�
� � m

j� j � 1=2 exp
�

�
1
2

(r � x � )y� � 1(r � x � )
�

puisque jb > = jr > �j x � > sousl'hypoth�eseH � .
D�e�nissons la log-vraisemblance:

V (r j� ) := ln p(r j� ) = Cste �
1
2

(r � x � )y� � 1(r � x � )

Chercher le maximum de p(r j� ) revient �a chercher le maximum de V(r j� ), ou encorele minimum
de (r � x � )y� � 1(r � x � ), qui est une forme quadratique.

Si de plus le bruit est blanc, c'est-�a-dire que � ij = N0� ij , o�u N0 est la puissancede bruit,
alors

(r � x � )y� � 1(r � x � ) =
1

N0
(r � x � )y(r � x � )

=
1

N0

 mX

i =1

jr i � (x � ) i j2
!

=
1

N0
kr � x � k2

On en concluedonc

Propri �et �e 4.1 (Moindres carr �es)

Dans le cas de la mesure dansun bruit blanc gaussien,chercher le maximum de vrai-
semblance revient �a minimiser l' �ecart quadratique entre le mod�ele jx � > et l'observ�ee
jr >

�̂ MC
:= Argmin

�
kr � x � k2 = Argmin

�
< r � x � jr � x � >

Il s'agit dans ce casde minimiser la distance entre jr > et jx � > .

4.3 Fonction d'am bigu•�t �e

Nous nous pla�cons toujours dans le cas du bruit blanc gaussien.Quelle est la qualit �e de
l'estimateur desmoindres carr�es �̂ MC ?

1. Les calculs qui suivent sont e�ectu �espour dessignaux �a valeurs complexescar ils serviront �egalement pour le
formalisme de l'enveloppe complexe d�ecrit plus loin. En particulier, le symbole y repr�esente le complexe conjugu�e
transpos�e.
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4.3.1 Mo yenne et covariance de l'estimation des moindres carr �es

Si on supposejr > = jx � 0 > + jb > ,

< r � x � jr � x � > = < x � � x � 0 � bjx � � x � 0 � b >

= < x � � x � 0 jx � � x � 0 > + < bjb > � 2< f < x � � x � 0 jb > g

On supposede plus que les perturbations apport�eespar le bruit restent faibles. �Ecrivons les
termes de l' �equation pr�ec�edente en notations continue:

8
>>>>>><

>>>>>>:

< x � � x � 0 jx � � x � 0 > =
Z

R
jx(t;� ) � x(t;� 0)j2 dt

< bjb > =
Z

R
jb(t)j2 dt

< x � � x � 0 jb > =
Z

R
(x(t;� ) � x(t;� 0)) � b(t) dt

Posons� = � 0 + d� , soit en notation d�evelopp�ee
0

B
B
B
B
B
@

� 1

...

� n

1

C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
@

(� 0)1

...

(� 0)n

1

C
C
C
C
C
A

+

0

B
B
B
B
B
@

d� 1

...

d� n

1

C
C
C
C
C
A

Alors au premier ordre:

x(t;� ) � x(t;� 0) �
nX

i =1

@x
@� i

(t;� 0)d� i

jx(t;� ) � x(t;� 0)j2 �
nX

i =1

nX

j =1

@x �

@� i
(t;� 0)

@x
@� j

(t;� 0)d� i d� j

On pose

Pi
:= <

� Z

R

@x �

@� i
(t;� 0)b(t) dt

�

d'o�u

2< f < x � � x � 0 jb > g � 2
nX

i =1

Pi :d� i = 2PT :d�

On posede plus

A ij
:= �

Z

R
<

(
@x �

@� i
(t;� 0)

@x
@� j

(t;� 0) dt

)

alors

< x � � x � 0 jx � � x � 0 > � �
nX

i =1

nX

j =1

A ij d� i d� j = � d� T :A:d�

Au total, au voisinagede � 0 nous avons:

< r � x � jr � x � > = < bjb > � d� T :A:d� � 2P T :d�

= < bjb > + P T :A � 1:P � (d� + A � 1:P)T :A:(d� + A � 1:P)
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En e�et, compte tenu du fait que A est sym�etrique, A T = A et (A � 1)T = A � 1. D'autre part
(A � 1:P)T = PT :(A � 1)T = PT :A � 1, et PT :d� = d� :PT , d'o�u

(d� + A � 1:P)T :A:(d� + A � 1:P) = d� T :A:d� + (A � 1:P)T :A:d�

+ d� T :A:(A � 1:P) + (A � 1:P)T :A:(A � 1:P)

= d� T :A:d� + PT :A � 1:A:d�

+ d� T :A:A � 1:P + PT :A � 1:A:A � 1:P

(d� + A � 1:P)T :A:(d� + A � 1:P) = d� T :A:d� + 2P T :d� + PT :A � 1:P

La matrice � A est d�e�nie positive2, donc < r � x � jr � x � > est minimum si d� + A � 1:P = 0,
soit

d� = � A � 1:P

C'est-�a-dire que sousl'e�et de la perturbation P due au bruit, le minimum sed�ecalede d� :

�̂ MC � � 0 � A � 1:P

On peut maintenant chercher ce qui sepasseen moyennequand on consid�ere tous les bruits
possibles,ou tous les signaux attendus possibles.L'esp�eranceE[�̂ MC ] est la valeur pr�edite en
moyennepar l'estimateur desmoindres carr�es.

E [�̂ MC ] =
Z

�̂ MC p(r j� ) dr = � 0 � A � 1:E [P] = � 0

car l'op�erateur valeur moyenne est lin�eaire et le bruit centr �e. On dit que l'estimateur est non-
biais�e.

On peut de mêmed�e�nir la covariance de l'estimation par :

� �̂ MC
= E

h
(�̂ MC � � 0):(�̂ MC � � 0)T

i

d'o�u

� �̂ MC
= A � 1:E [P:PT ]:A � 1

avec E[P:PT ] la covariance desperturbations apport�eespar le bruit.

E [Pi :P �
j ] =

Z

R

Z

R

@x �

@� i
(t;� 0)

@x
@� j

(u;� 0) E [b(t)b� (u)] dtdu

Or E[b(t)b� (u)] = N0� (t � u) puisque le bruit est blanc, donc

E[Pi :P �
j ] = N0

Z

R

@x �

@� i
(t;� 0)

@x
@� j

(t;� 0) dt = � N0A ij

et donc

� �̂ MC
= � N0:A � 1

2. Si une matrice M est d�e�nie positive alors uy :M :u � 0 quel que soit le vecteur u.
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4.3.2 Relation �a la fonction d'am bigu•�t �e

La fonction d'ambigu•�t �e pour un param�etre � est g�en�eralement d�e�nie dansle caso�u l' �energie
du mod�ele du signal ne d�epend pas de � :

< x � jx � > = Cste

On peut �ecrire

< r � x � jr � x � > = < r jr > + < x � jx � > � 2< f < x � jr > g

Le minimum de cette forme quadratique correspond au maximum de < f < x � jr > g, puisque
l' �energiedu mod�ele du signal est constante et que < r jr > ne d�epend pas de � . On �ecrit encore

< f < x � jr > g = � (� ;� 0) + < f < x � jb > g

en tenant compte de ce que jr > = jx � 0 > + jb > .

D �e�nition 4.2 (Fonction d'am bigu •�t �e)

Dans le cas o�u l' �energie du mod�ele du signal ne d�epend pas de � , la fonction d'am-
bigu•�t �e est d�e�nie par :

� (� ;� 0) := < f < x � jx � 0 > g = <
� Z

R
x � (t;� )x(t;� 0) dt

�

La fonction d'ambigu•�t �e est maximum pour � = � 0. En e�et, en utilisant l'in �egalit�e de
Schwartz (produit scalaire):

j� (� ;� 0)j2 = j < x � jx � 0 > j2 � < x � jx � >< x � 0 jx � 0 > = j� (� 0;� 0)j2

D'autre part, on a:

A ij =
@2�

@� i @� j
(� 0;� 0)

ce qui fournit un autre moyen de calculer la covariance de l'estimation desmoindres carr�es.
En e�et,

Z

R
jx(t;� )j2 dt = Cste ) 2<

( Z

R

 
@x �

@� i
(t;� )

@x
@� j

(t;� ) +
@2x �

@� i @� j
(t;� )x(t;� )

!

dt

)

= 0

) � A ij +
@2�

@� i @� j
(� 0;� 0) = 0

pour � = � 0.
En particulier, dans le casde l'estimation d'un param�etre scalaire:

� 2
�̂ MC

= �
N0

d2�
d� 2 (� 0;� 0)

Puisque la d�eriv�eede la fonction d'ambigu•�t �e est nulle en � 0 (au maximum), la d�eriv�eeseconde
d�e�nit un rayon de courbure de la parabole osculatriceen � 0. On en concluedonc qu'une bonne
estimation correspond �a une fonction d'ambigu•�t �e tr �espiqu�ee,c'est-�a-dire �a une forte valeur de
la d�eriv�eeseconde.
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4.3.3 Fonction d'am bigu•�t �e modi� �ee

Dans le cas o�u l' �energiedu mod�ele du signal n'est pas constante, donc d�epend de � , il est
toujours possiblede d�e�nir une fonction d'ambigu•�t �e par :

D �e�nition 4.3 (Fonction d'am bigu •�t �e mo di� �ee)

Dans le cas o�u l' �energie du mod�ele du signal d�epend de � , la fonction d'ambigu•�t �e
est d�e�nie par :

� (� ;� 0) := < f < x � jx � 0 > g �
1
2

< x � jx � >

Il est faciledemontrer quelespropri �et�esde la fonction d'ambigu•�t �ed�emontr �eespr�ec�edemment
restent vraies. En e�et, on a toujours � (� ;� 0) � � (� 0;� 0), puisque

� (� ;� 0) � � (� 0;� 0) = < f < x � jx � 0 > g �
1
2

< x � jx � > �
1
2

< x � 0 jx � 0 >

= �
1
2

< x � � x � 0 jx � � x � 0 >

� (� ;� 0) � � (� 0;� 0) � 0

D'autre part

@2�
@� i @� j

(� ;� ) = <

( Z

R

@2x �

@� i @� j
(t;� )x(t;� 0) dt

)

�
1
2

� 2<

( Z

R

 
@x �

@� i
(t;� )

@x
@� j

(t;� ) +
@2x �

@� i @� j
(t;� )x(t;� )

!

dt

)

d'o�u pour � = � 0 :
@2�

@� i @� j
(� 0;� 0) = A ij

4.4 Mesure d'un temps

4.4.1 Mesure avec un signal quelconque

Le signal �emis x(t) est re�cu avec un retard � � , qui est le param�etre �a estimer, de sorte que
(on ne prend pas en compte une att �enuation �eventuelle)

jx � � > = x(t � � � )

L' �energiede ce signal est

< x � � jx � � > =
Z

R
jx(t � � � )j2dt =

Z

R
jx(t)j2dt = Ex

L' �energieest donc ind�ependante du param�etre, et la fonction d'ambigu•�t �e est:

� (� � ;� � 0) = <
� Z

R
x � (t � � � ):x(t � � � 0)dt

�
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Soit la fonction de corr�elation de x(t) :

CX X (� ) :=
Z

R
x � (t � � ):x(t)dt

alors
� (� � ;� � 0) = < f CX X (� � � � � 0)g

Le principal int�er̂et de la fonction de corr�elation est qu'elle est la transform�eede Fourier inverse
de la densit�e spectrale:

CX X (� ) = TF � 1
h
j~x(� )j2

i

o�u ~x(� ) est la TF de x(t) d�e�nie par
8
>><

>>:

~x(� ) =
Z

R
x(t) exp(� 2i� � t) dt

x(t) =
Z

R
~x(� ) exp(+2i� � t) d�

La variance de l'estimation du temps de retour est donn�ee par la d�eriv�ee secondede la
fonction d'ambigu•�t �e:

d2�
d� � 2 (� � 0;� � 0) = <

(
d2CX X

d� 2 (0)

)

CX X (� ) =
Z

R
j~x(� )j2 exp(2i� � � )d�

dCX X

d�
(� ) = (2i� )

Z

R
� j~x(� )j2 exp(2i� � � )d�

d2CX X

d� 2 (� ) = (� 4� 2)
Z

R
� 2j~x(� )j2 exp(2i� � � )d�

d'o�u l'on tire
d2�

d� � 2 (� � 0;� � 0) = <

(
d2CX X

d� 2 (0)

)

= (� 4� 2)
Z

R
� 2j~x(� )j2d�

On a donc

� 2
c� �

= �
N0

d2�
d� � 2 (� � 0;� � 0)

=
N0

4� 2
Z

R
� 2j~x(� )j2d�

Propri �et �e 4.2 (Estimation d'un temps de retour )

La variance de l'estimation d'un temps de retour est

� 2
c� �

=
1

4� 2� 2

N0

Ex

o�u � 2 est l' �epanouissementfr �equencield�e�ni par

� 2 :=

Z

R
� 2j~x(� )j2d�

Z

R
j~x(� )j2d�

Ex est l' �energie du signal, et Ex=N0 le rapport signal �a bruit.
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4.4.2 Mesure avec un signal passe-bande : envelopp e complexe

En pratique, le signal x(t) utilis �e est souvent constitu�e �a partir d'une porteuse modul�ee.
Le signal utilis �e pour l'estimation ne sera pas en g�en�eral le signal �emis x(t) d�ecal�e en temps,
mais l'enveloppe de ce signal. On doit dans ce casobtenir la qualit �e de l'estimation �a partir de
l'enveloppe complexedu signal plut ôt qu'�a partir du signal lui-même. Ce proc�ed�e intuitif peut
être introduit rigoureusement �a l'aide de la notion de signal analytique complexe.

D �e�nition 4.4 (Signal analytique )

Le signal analytique z(t) (fonction �a valeurs complexes)est associ�e au signal r�eel
x(t) par :

~z(� ) = 2H (� )~x(� )

o�u H (� ) est la fonction de Heaviside (nul le pour � < 0, �egale�a 1 pour � � 0).

� � 0 � 00
�

j~x(� )j2 : spectre sym�etrique

� � 0 � 00
�

~z(� ) : signal analytique

� � 0 � 00
�

~a(� ) : enveloppe complexe

(u. a.)

1

(u. a.)

(u. a.)

2

2

Fig. 4.1 { Extraction de l'enveloppe complexed'un signal r�eel.

Pour calculer le signal analytique, il su�t donc de ne conserver que les fr�equencespositives
du spectre initial, et de multiplier par deux le r�esultat. Cette d�e�nition qui peut apparâ�tre
arbitraire est �eclair�ee par la propri �et�e suivante :
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Propri �et �e 4.3 (Th �eor �eme de Bedrosian )

Soit le signal r�eel x(t) = � (t) cos(2� � 0t + ' (t)) , o�u � et ' sont desfonctions r�eelles.
Si la fonction complexea(t) = � (t) exp(i' (t)) est telle que j~a(� )j = 0 si � < � � 0,
alors

z(t) = � (t) exp(2i� � 0t + i' (t)) = a(t) exp(2i� � 0t)

a(t) est l'enveloppe complexedu signal r�eel x(t), et exp(2i� � 0t) est la porteuse.

En princip e, la valeur de � 0 n'est pas impos�ee. Il est d'usagede choisir � 0 telle que
Z

� j~a(� )j2d� = 0

c'est-�a-dire que l'on centre le spectre de l'enveloppe complexe(signal passe-bas).

Remarque : Le signal analytique fournit une d�e�nition rigoureusedu proc�ed�e usuelen physique
qui consiste �a remplacer une fonction harmonique r�eelle du type cos(! t) par exp(i! t) (ondes
planesen optique, en �electromagn�etisme ou en acoustique,signal sinuso•�dal en �electricit�e,...).

Calculons la fonction de corr�elation du signal x(t) en fonction de celle de son enveloppe
complexea(t) :

CX X (� ) =
Z

j~x(� )j2 exp(2i� � � )d�

=
Z

R+
j~x(� )j2 exp(2i� � � )d� +

Z

R+
j~x(� )j2 exp(� 2i� � � )d�

=
1
4

Z

R
j~z(� )j2 exp(2i� � � )d� +

1
4

Z

R
j~z(� )j2 exp(� 2i� � � )d�

=
1
4

CZ Z (� ) +
1
4

CZ Z (� � )

=
1
4

Z
z� (t � � ):z(t)dt +

1
4

Z
z� (t + � ):z(t)dt

=
1
4

Z
z� (t � � ):z(t)dt +

1
4

Z
z� (t):z(t � � )dt

=
1
4

Z
a� (t � � ):a(t)dt exp(2i� � 0� ) +

1
4

Z
a� (t):a(t � � )dt exp(� 2i� � 0� )

CX X (� ) =
1
2

< f CAA (� ) exp(2i� � 0� )g

Cette expressionsigni�e que le terme lentement variable CAA (� ) est rapidement modul�e le
terme exponentiel. En pratique, au voisinaged'un temps � donn�e, la valeur de CX X (� ) varie
tr �es rapidement entre 1

2 jCAA (� )j et � 1
2 jCAA (� )j, de sorte que l'on peut �ecrire (en n�egligeant

l'in
uence de la phasede CX X (� ), qui d�ecalele syst�eme de frangesd'une quantit �e n�egligeable
devant le nombre de p�eriodesd�ecrites):

CX X (� ) �
1
2

jCAA (� )j cos(2� � 0� )

1
2 jCAA (� )j est donc l'enveloppe de la fonction de corr�elation du signal. En pratique, lessyst�emes
d'analyse ne poss�edent pas une r�esolution su�san te pour distinguer les frangesmodulatrices, et
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nepermettent ded�etecterquel'enveloppede la fonction decorr�elation. On end�eduit imm�ediatement
que dans ce cas:

Propri �et �e 4.4 (Estimation d'un temps de retour par l'en velopp e complexe )

La variance de l'estimation d'un temps de retour par l'enveloppe complexeest

� 2
c� �

=
1

4� 2� 2

N0

Ex

o�u � 2 est l' �epanouissementfr �equenciel

� 2 :=

Z

B
� 2j~a(� )j2d�

Z

B
j~a(� )j2d�

Ex = Ea=2 est l' �energie du signal, et Ex=N0 le rapport signal �a bruit (N0 est la
puissance de bruit dans la bande B autour de la fr �equence � 0 de la porteuse).

On peut remarquerquedansle caso�u l'on est capablede r�esoudrelesfrangesde modulation,
l' �epanouissement fr�equencielest bien plus grand:

� 2 =

Z

B
� 2j~a(� )j2d�

Z

B
j~a(� )j2d�

+ � 2
0

Cependant cette situation th�eorique seheurte �a de graves di�cult �es techniques!

4.4.3 Conception de signaux adapt �es �a la mesure d'un temps

D'apr�es l' �etude pr�ec�edente, il est clair que pour une �energie du signal �x �ee et pour une
bandedonn�ee(donc pour un rapport signal �a bruit donn�e) il faut utiliser un signal qui maximise
l' �epanouissement fr�equentiel Z

B
� 2j~a(� )j2d�

Z

B
j~a(� )j2d�

souscontrain te que Z

B
� j~a(� )j2d� = 0

o�u B est la bande disponible. Ce probl�eme n'a pas de solution simple, et il faut ajouter en
pratique descontrain tes de r�ealisation.

Puissance constan te sur la bande { Si j~a(� )j est constante, alors

~a(� ) =

s
Ea

B
exp(i' (� ))

o�u la phase' (� ) n'est pas impos�ee. Il est donc possiblede jouer sur cette phasepour am�eliorer
les caract�eristiques de la d�etection.
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Puissance et phase constan tes { Si ' (� ) = 0, alors ~a(� ) =
r

Ea

B
et

a(t) =
Z B =2

� B =2
~a(� ) exp(2i� � t)d� =

s
Ea

B
TF [rect(� =B)] =

p
B Easinc(B t)

De plus
Z B =2

� B =2
� 2j~a(� )j2d� =

Ea

B

"
1
3

 

2
�

B
2

� 3
!#

=
EaB 2

12

d'o�u

� 2 =
B 2

12

et

� 2
c� �

=
3

� 2B 2

N0

Ex

Le d�efaut de cesignal est quesapuissancetemporelle ja(t)j2 = B Easinc2(B t) est tr �esconcentr �ee
�a l'origine (cette fonction tend versun Dirac quandB tend versl'in�ni), cequi rend saproduction
et son �emissionplus di�cile. Pour �eviter cette concentration de l' �energieon peut jouer sur la
phase' (� ).

Signal \c hirp" { Un signal chirp est une gaussiennede phase.

' (� ) = � �� 2

soit

~a(� ) =

s
Ea

B
exp(i� �� 2)

On en d�eduit

a(t) =

s
Ea

B
TF

h
rect(� =B) exp(i� (

p
� � )2)

i
�

s
Ea

�B
exp

 

i�
t2

�

!

pourvu que � � 1=B2, c'est-�a-dire si la gaussienneoscillebeaucoupdansla bande3. Le domaine
de d�e�nition de t o�u cette approximation est valable est limit �e �a l'in tervalle [� �B =2;�B =2], en
dehorsduquel a(t) � 0. La variance de l'estimation du temps � 2

c� �
est inchang�eepar rapport au

signal �a phaseconstante (puisqu'on a toujours j~a(� )j = 1), mais l' �energietemporelle du signal
est r�epartie sur l'ensemble de sa dur�ee:

ja(t)j2 �
Ea

�B

3. Cette situation poss�edeune analogieoptique imm�ediate. L'ombre port �ee�a la distance d derri �ereune ouverture
rectangulaire est donn�ee par la di�raction de Fresnel, soit exactement l'expression pr�ec�edente avec B la largeur
de l'ouv erture, � = 1=�d , et t la fr�equencespatiale. Si l'ouv erture est tr �esgrande devant la longueur d'onde ou la
distance d'observation su�sammen t proche, l'ombre conserve la forme rectangulaire.
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Une application commerciale { Si l'enveloppe a(t) est modul�ee par un code � (t) (par
exempledessauts \al �eatoires" entre 1 et � 1)

z(t) = � (t)a(t) exp(2i� � 0t)

pour r�ealiser la corr�elation de l'enveloppe, il faudra connâ�tre le code.
Un satellite �emettant cesignal cod�e permettra par exemplede sepositionner sur Terre, mais

le prix de vente d�ependra de la longueur de code achet�ee, puisque la pr�ecision de localisation
est inversement proportionnelle au carr�e de la dur�eeacquise,ou inversement proportionnelle au
carr�e de la bande.C'est par exemplele casdu GPS (Global Positioning System), o�u la longueur
de code venduepour lesapplications civiles (navigation, cartographie...) est plus petite que celle
que ser�eserve les militaires.

4.5 Mesure d'une fr �equence

Le probl�emede la mesured'une fr�equenceest similaire �a celui de la mesured'un temps. On
�emet le signal x(t). Apr �es r�e
exion sur une cible en mouvement, le signal re�cu est translat�e en
fr�equencede:

� f
f

= 2
vr

c

o�u vr est la vitesseradiale de la cible et c la c�el�erit�e desondesutilis �ees(e�et Doppler classique).
Il est clair que la translation de fr�equencen'est proportionnelle �a vr que lorsque le signal x(t)
est constitu�e d'une enveloppe �a variations lentes modul�eesur une porteuse,car alors

� f
f

�
� f
� 0

� 2
vr

c

De plus, danscecasles fr�equencespositivessont translat�eesde +� f , et les fr�equencesn�egatives
de� � f , cequi rend le formalismelourd sansutilisation du signalanalytique z(t) = a(t) exp(2i� � 0t),
qui n'utilise que les fr�equencespositivesdu signal de d�epart. On �ecrit le signal re�cu sousla forme
j ~Z � f > ou ~z(� � � f ). L' �energiede ce signal est ind�ependante du param�etre �a estimer (� f ) :

< ~Z � f j ~Z � f > =
Z

j~z(� � � f )j2d� =
Z

j~z(� )j2d� = < Z0jZ0 >

La fonction d'ambigu•�t �e est donc

� (� f ;� f 0) := <
� Z

~z� (� � � f )~z(� � � f 0)d�
�

soit en utilisant la fonction de corr�elation en fr�equence

C ~Z ~Z (f ) :=
Z

~z� (� � f )~z(� )d� = < ~Z f j ~Z0 >

C ~Z ~Z (f ) =
Z

jz(t)j2 exp(2i� f t)dt

� (� f ;� f 0) = <
�
C ~Z ~Z (� f � � f 0)

	

On obtient donc de fa�con similaire �a l'estimation d'un temps de retour :
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Propri �et �e 4.5 (Estimation d'une fr �equence par l'en velopp e complexe )

La variance de l'estimation d'une fr�equence par l'enveloppe complexeest

� 2
c� f

=
1

4� 2� t2

N0

Ex

o�u � t2 est l' �epanouissementtemporel d�e�ni par

� t2 :=

Z
(t � t0)2ja(t)j2dt

Z
ja(t)j2dt

et

t0
:=

Z
t ja(t)j2dt

Z
ja(t)j2dt

Il est donc �evident qu'�a l'in versedes signaux adapt�es �a la mesured'un temps, les signaux
adapt�es �a la mesured'une fr�equencedoivent avoir une grande dur�ee,donc un spectre �etroit.

Remarque { On peut toujours imposer t0 = 0 en d�ecalant l'origine des temps. Ainsi les
�equations sont compl�etement sym�etriques de cellesde la mesured'un temps.

4.6 In �egalit �e de Cramer-Rao

Jusqu'�a pr�esent, nous avons consid�er�e le cas particulier du bruit blanc gaussien,et nous
avons obtenu la variance de l'estimation du maximum de vraisemblance dans ce cas:

� �̂ MC
= � N0:A � 1

avec

A ij =
@2�

@� i @� j
(� 0;� 0) :

Existe t'il une relation semblable dans le caso�u la vraisemblancep(r j� ) n'est pasn�ecessairement
une gaussienne? C'est l'in �egalit�e de Cramer-Rao.
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Propri �et �e 4.6 (In �egalit �e de Cramer-Rao (param �etre scalaire) )

E
h
j �̂ (r ) � � j2

i
�

�
�
�
�

d
d�

E
h
�̂ (r )

i �
�
�
�

2

E

" �
�
�
�

d
d�

ln p(r j� )
�
�
�
�

2
# = �

�
�
�
�

d
d�

E
h
�̂ (r )

i �
�
�
�

2

E

"
d2

d� 2 ln p(r j� )

#

o�u �̂ (r ) est un estimateur quelconque du param�etre scalaire � ( �̂ (r ) ne d�epend que
desdonn�eesr ), et E [:] est l'esp�erance relative �a la vraisemblance p(r j� ) :

E [f (r )] :=
Z

f (r )p(r j� )dr

o�u f (r ) est une fonction quelconquede r . E

"
d2

d� 2 ln p(r j� )

#

est appel�ee courbure de

la log-vraisemblance.

Preuv e { Par d�e�nition :
E [�̂ (r )] =

Z
�̂ (r )p(r j� )dr

donc
d
d�

E [�̂ (r )] =
Z

�̂ (r )
d
d�

p(r j� )dr

De plus Z
d
d�

p(r j� )dr = 0

donc Z
�

d
d�

p(r j� )dr = 0

d'o�u
d
d�

E [�̂ (r )] =
Z

(�̂ (r ) � � )
d
d�

p(r j� )dr

Maintenant
d
d�

ln p(r j� ) =
1

p(r j� )
d
d�

p(r j� )

donc
d
d�

E [�̂ (r )] =
Z

(�̂ (r ) � � )p(r j� )
d
d�

ln p(r j� )dr

Si on pose:

f (r ) := (�̂ (r ) � � )
q

p(r j� )

g(r ) :=
q

p(r j� )
d
d�

ln p(r j� )

on voit alors que
d
d�

E [�̂ (r )] = < f jg > :
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L'in �egalit�e de Cauchy-Schwartz permet d'�ecrire

j < f jg > j2 � < f jf > : < gjg > ;

donc �
�
�
�

d
d�

E
h
�̂ (r )

i �
�
�
�

2

�
� Z

j �̂ (r ) � � j2p(r j� )dr
�

:

 Z �
�
�
�

d
d�

ln p(r j� )
�
�
�
�

2

p(r j� )dr

!

soit �
�
�
�

d
d�

E
h
�̂ (r )

i �
�
�
�

2

� E
h
j �̂ (r ) � � j2

i
:E

" �
�
�
�

d
d�

ln p(r j� )
�
�
�
�

2
#

ce qui montre la premi�ere partie de l'in �egalit�e.
Puisque Z

d
d�

p(r j� )dr = 0

on a aussi Z
p(r j� )

d
d�

ln p(r j� )dr = 0

et en d�erivant encoreune fois
Z

d
d�

p(r j� )
d
d�

ln p(r j� )dr
| {z }
Z

p(r j� )
�
�
�
�

d
d�

ln p(r j� )
�
�
�
�

2

dr

+
Z

p(r j� )
d2

d� 2 ln p(r j� )dr = 0

et donc

E

" �
�
�
�

d
d�

ln p(r j� )
�
�
�
�

2
#

= � E

"
d2

d� 2 ln p(r j� )

#

ce qui montre la secondepartie de l'in �egalit�e. Par d�e�nition, E

"
d2

d� 2 ln p(r j� )

#

est la courbure

de la log-vraisemblance, et joue un rôle similaire �a celui de la d�eriv�ee secondede la fonction
d'ambigu•�t �e dans le casde l'estimation desmoindres carr�es.

L'in �egalit�e de Cramer-Rao est valable quel que soit l'estimateur �̂ (r ), c'est-�a-dire pour une
fonction quelconquedesdonn�ees! Elle ne devient int�eressante que si l'on imposedescontrain tes
suppl�ementaires sur la qualit �e de cette estimation, ce qui conduit aux d�e�nitions suivantes.

D �e�nition 4.5 (Estimateur non biais �e)

Un estimateur non biais�e est tel queE[�̂ (r )] = � si � est la vraie valeur du param�etre.
C'est-�a-dire que pour � �x �ee, la moyenne de �̂ (r ) prise sur toutes les r�ealisations
possiblesde la mesure est �egale�a � .

L'estimateur des moindres carr�es �̂ MC dans le cas du bruit blanc gaussienest non biais�e,
ainsi que nous l'avons montr �e plus haut. Dans le casg�en�eral, rien ne prouve que l'estimateur du
maximum de vraisemblancesoit non biais�e: celad�epend de la forme de la vraisemblancep(r j� ).

D �e�nition 4.6 (Estimateur e�cace )

Un estimateur e�c ace est un estimateur non-biais�e qui atteint lesbornesde Cramer-
Rao.
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Dans le casd'un estimateur non biais�e,
d
d�

E
h
�̂ (r )

i
= 1, et donc

E
h
j �̂ (r ) � � j2

i
� �

1

E

"
d2

d� 2 ln p(r j� )

#

L' �egalit�e (estimateur e�cace) ne peut être v�eri� �ee que si f (r ) est colin�eaire �a g(r ) d'apr�es la
d�emonstration pr�ec�edente, soit g(r ) = k(� )f (r ) o�u k(� ) est une fonction quelconquede � ne
d�ependant pas de r , soit

d
d�

ln p(r j� ) = k(� )( �̂ (r ) � � )

Consid�eronsmaintenant � = �̂ MV . Pour cette valeur, on a par d�e�nition

d
d�

ln p(r j� = �̂ MV ) = 0

puisque � = �̂ MV est le maximum de la vraisemblance p(r j� ), et donc

�̂ (r ) = �̂ MV

si �̂ (r ) est un estimateur e�cace, ce qui montre la propri �et�e suivante.

Propri �et �e 4.7 (Estimateur e�cace et maxim um de vraisem blance )

S'il existe un estimateur e�c ace pour un probl�eme d'estimation de param�etre, alors
il s'identi�e avec l'estimateur du maximum de vraisemblance:

�̂ (r ) = �̂ MV

Dans ce cas, l'estimateur du maximum de vraisemblance est donc �egalemente�c ace.

Il faut remarquer que cette propri �et�e est seulement une implication et n'admet pas de
r�eciproque en g�en�eral. Par ailleurs, dans tout ce qui pr�ec�ede, on peut remplacer la vraisem-
blancep(r j� ) par la probabilit �e post�erieurep(� jr ), et l'on obtiendra qu'un estimateur e�cace au
sensde p(� jr ) s'identi�e avec l'estimateur MAP.

Corresp ondance avec le cas du bruit blanc gaussien { V�eri�ons que l'in �egalit�e de
Cramer-Rao permet bien de retrouver le r�esultat obtenu directement en supposant le bruit
blanc gaussien.

ln p(r j� ) = Cste �
1

2N0
kr � x � k2

= Cste �
1

2N0
< r � x � jr � x � >

= Cste �
1

2N0
< x � � x � 0 � bjx � � x � 0 � b >

ln p(r j� ) = Cste �
1

2N0
(< x � � x � 0 jx � � x � 0 > + < bjb > � 2<f < x � � x � 0 jb > g)
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Donc si le bruit est blanc et centr �e

E[ln p(r j� )] = Cste �
1

2N0
(< x � � x � 0 jx � � x � 0 > + N0)

ou encore

E[ln p(r j� )] = Cste �
1

2N0

Z
jx(t;� ) � x(t;� 0)j2dt

D'autre part il faut calculer

E

"
d2

d� 2 ln p(r j� )

#

=
d2

d� 2 E [ln p(r j� )]

d
d�

E [ln p(r j� )] = �
1

N0
<

� Z
(x(t;� ) � x(t;� 0))

@x �

@�
(t;� )dt

�

d2

d� 2 E[ln p(r j� )] = �
1

N0
<

( Z
(x(t;� ) � x(t;� 0))

@2x �

@� 2 (t;� )dt +
Z �

�
�
�
@x
@�

(t;� )
�
�
�
�

2

dt

)

Soit pour � = � 0 :

E

"
d2

d� 2 ln p(r j� )

#

= �
1

N0

Z �
�
�
�
@x
@�

(t;� 0)
�
�
�
�

2

dt =
A11

N0

Donc l'in �egalit�e de Cramer-Rao (�egalit�e ici) donne bien

E
h
j �̂ MC (r ) � � j2

i
= �

A11

N0

4.7 Am bigu•�t �e temps-fr �equence

4.7.1 D�e�nition

Un signal x(t) se r�e
 �echissant sur une cible en mouvement subit �a la fois un retard � � et
une translation de fr�equence� f . On utilise toujours le signal analytique, et on supposeque la
d�etection sefait sur l'enveloppe de la fonction d'ambigu•�t �e. Au lieu de 1

2<f < A � � � f jA � � 0 � f 0 >
g, on utilise parfois pour des raisons historiques la fonction d'ambigu•�t �e temps-fr�equencede
Woodward :

� (� � � � � 0;� f � � f 0) := <f < a� � � f 0 ja� � 0 � f > g

c'est-�a-dire le produit scalairedel'enveloppecomplexed�ecal�eeentempspar l'enveloppecomplexe
d�ecal�eeen fr�equence.On \oublie" de plus le facteur 1=2 et l'op�erateur partie r�eelle.Cela ne porte
pas �a cons�equence(voir plus loin).

Nous utiliserons la d�e�nition suivante de la fonction d'ambigu•�t �e temps-fr�equence,dite de
Wigner-Ville
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D�e�nition 4.7 (Fonction d'am bigu •�t �e temps-fr �equence)

� (� ;f ) :=
Z

a� (t � � =2)a(t + � =2) exp(2i� f t)dt

=
Z

~a� (� + f =2)~a(� � f =2) exp(2i� � � )d�

en posant � = � � � � � 0 et f = � f � � f 0. On suppose de plus que l'enveloppe
est centr�ee �a la fois en temps et en fr�equence (cela revient simplement �a d�ecaler les
origines en temps et fr �equence) :

Z
t ja(t)j2dt = 0 et

Z
� j~a(� )j2d� = 0

Remarque { Les di� �erentes fonctions d'ambigu•�t �e possiblesne di� �erent que par un facteur
du type exp(i� f � ), dont l'in
uence disparâ�t quand on prend la partie r�eelle de la fonction
d'ambigu•�t �e (Il vaut mieux croire cette a�rmation sur parole: les calculs pour la v�eri�er sont
un peu fastidieux...). Notre d�e�nition (la plus usuelle) correspond par exemple �a multiplier la
fonction d'ambigu•�t �e temps-fr�equencede Woodward (d�e�nition historique) par exp(� i� f � ) ; elle
conduit �a descalculs plus simplesen g�en�eral, �a causede la propri �et�e (ii) suivante.

Propri �et �e 4.8 (Propri �et �es de la fonction d'am bigu •�t �e temps-fr �equence)

(i) Valeur centrale

� (0;0) =
Z

ja(t)j2dt =
Z

j~a(� )j2d� = 2Ex

(ii) Sym�etrie hermitienne
� (� � ; � f ) = � � (� ;f )

(iii) � est maximum �a l'origine

j� (� ;f )j � � (0;0)

(iv) Le module carr �e de la fonction d'ambigu•�t �e temps-fr�equence est sa propre
doubleTF :

j� (� ;� )j2 =
ZZ

j� (� ;f )j2 exp(2i� (� f � � � ))d� df

En particulier, \l'amplitude est �egaleau volume" :

j� (0;0)j2 =
ZZ

j� (� ;f )j2d� df

Cette propri �et�e implique que la fonction d'ambigu•�t �e doit avoir une certaine extensionen temps
et en fr�equence,et ne peut être concentr �eecompl�etement �a l'origine.
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4.7.2 Estimation conjoin te temps-fr �equence

Propri �et �e 4.9 (Estimation conjoin te temps-fr �equence)

L'estimation conjointe des moindres carr �es conduit �a chercher le maximum de la
fonction d'ambigu•�t �e temps-fr�equence. La matrice de covariance de l'err eur est

� c� � ; c� f
=

1
4�

N0

EX

0

B
B
B
B
B
@

� f 2 � � :� f

� � :� f � � 2

1

C
C
C
C
C
A

� 1

=
1

4�
N0

EX

1
�

0

B
B
B
B
B
@

� � 2 � � � :� f

� � � :� f � f 2

1

C
C
C
C
C
A

avec � = � � 2:� f 2 � (� � :� f )2.

Il est ais�e de v�eri�er cette propri �et�e �a partir de

� c� � ; c� f
= � N0:A � 1

et

A =

0

B
B
B
B
B
@

@2�
@� 2 (0;0)

@2�
@� @f

(0;0)

@2�
@� @f

(0;0)
@2�
@f 2 (0;0)

1

C
C
C
C
C
A

avec les d�e�nitions suivantes:
{ �Epanouissement temporel

� � 2 =

Z
t2ja(t)j2dt

Z
ja(t)j2dt

=
� 1
4� 2

1
� (0;0)

@2�
@f 2 (0;0)

{ �Epanouissement fr�equenciel

� f 2 =

Z
� 2j~a(� )j2d�

Z
j~a(� )j2d�

=
� 1
4� 2

1
� (0;0)

@2�
@� 2 (0;0)

{ Produit temps-fr�equencemoyen

� � :� f =
� 1
4� 2

1
� (0;0)

@2�
@� @f

(0;0)

Fonction d'am bigu •�t �e temps-fr �equence au voisinage de l'origine { On peut v�eri�er
que du fait de la condition de centrage en temps et en fr�equencede l'enveloppe complexe les
d�eriv�eespremi�eresde � sont nulles. Un d�eveloppement au secondordre donne alors:

� (� ;f ) = � (0;0) +
1
2

@2�
@� 2 (0;0)� 2 +

1
2

@2�
@f 2 (0;0)f 2 +

@2�
@� @f

(0;0)� f

= � (0;0)
�

1 � 2� 2(� � 2f 2 + � f 2� 2 + 2� � :� f � f )
�
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Les courbesde niveau autour de l'origine sont donc desellipsesd'�equation:

� � 2f 2 + � f 2� 2 + 2� � :� f � f = Cste

ceque repr�esente la �gure 4.2. Dans le casd'une impulsion gaussiennecer�esultat est exact pour
toutes valeurs de � et f . Les axesde l'ellipse ne sont pas orient�es suivant les axesdesabscisses
et desordonn�eessi � � :� f 6= 0.

f

�

1=� � 2

1=� f 2

� � :� f 6= 0

Fig. 4.2 { Fonction d'ambigu•�t �e temps-fr�equence au voisinagede l'origine.

Supposonsquel'on mesurele tempsderetour en faisant l'hypoth�esequela cible est immobile,
alors qu'en r�ealit�e elle est en mouvement, ce qui cr�ee un d�ecalageen fr�equence� f . Au lieu de
chercher le maximum de la fonction d'ambigu•�t �e en temps seul � (� ;0) commeon croit le faire,
on va faire en fait la recherche du temps de retour sur la fonction � (� ; � � f ) pour un certain � f
�x �e mais inconnu (le signemoins vient de ce que l'on setromp e sur l'origine des fr�equencesen
faisant l'hypoth�eseque la cible est immobile). En supposant � f et � petits, on a

� (� ; � � f ) = � (0;0)
�

1 � 2� 2(� � 2� f 2 + � f 2� 2 � 2� � :� f � � f )
�

En cons�equencele maximum sera trouv�e lorsque

@
@�

� (� ; � � f ) = 0

soit

� =
� � :� f

� f 2
� f

Ainsi, le coe�cien t de couplage� � :� f introduit un biais syst�ematiquesur l'estimation du temps
de retour si l'estimation de la fr�equence(ou l'hypoth�esesur la fr�equence)est erron�ee.

De même, si l'on mesureune fr�equenceavec une hypoth�eseerron�ee sur le temps de retour
(� � ), un biais est introduit par le couplage:

f =
� � :� f

� � 2
� �
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Le terme � � :� f provoque un couplagedeserreurs de mesuresur le temps et la fr�equence.
Pour �eviter ce couplage,il faut utiliser des signaux tels que � � :� f = 0. On peut montrer que
cette condition revient �a imposer:

Z
t ja(t)j2

d' (t)
dt

dt = 0

o�u ' (t) est la phase de l'enveloppe complexe4. En particulier si cette phase est constante
l'in t�egrale est nulle. Dans ce cas la matrice de covariance des erreurs est diagonale, c'est-�a-
dire que les erreurs sont d�ecoupl�ees.On peut alors pratiquer sansrisque une estimation s�epar�ee
du temps et de la fr�equence: 8

>><

>>:

� 2
c� �

=
1

4� 2

N0

EX

1

� f 2

� 2
c� f

=
1

4� 2

N0

EX

1

� � 2

En conclusion, il faut un signal le plus large possibleen fr�equence,le plus long possibleen
temps, et qui d�ecoupleles mesuresde temps et de fr�equence.

4.8 Exemples de fonctions d'am bigu•�t �e temps-fr �equence

4.8.1 Impulsion gaussienne

Soit l'impulsion gaussiennesuivante :

a(t) =

s
A

p
2� T

exp

 

�
t2

4T2

!

ja(t)j2 =
A

p
2� T

exp

 

�
t2

2T2

!

qui est telle que (par analogieavec une loi normale centr �eede variance T 2)

Z
ja(t)j2dt = A

Calcul direct { On voit que Z
t ja(t)j2dt = 0

et (toujours par analogieavec une loi normale centr �eede variance T 2)

Z
t2ja(t)j2dt = A:T 2

donc
� � 2 = T2

4. Exercice: montrer que
@2 �

@� @f
(0;0) = � 2�

Z
t ja(t)j2

d' (t)
dt

dt
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Cherchons la transform�eede Fourier de l'enveloppe:

~a(� ) =

s
A

p
2� T

TF

"

exp

 

� �
�

t
p

4� T2

� 2
! #

(� )

=

s
A(4� T2)

p
2� T

exp
�
� � (

p
4� T2� )2

�

~a(� ) =

s
A(4� T)

p
2�

exp
�
� 4� 2T2� 2

�

j~a(� )j2 =
A(4� T)

p
2�

exp
�
� 8� 2T2� 2

�

=
A(4� T)

p
2�

exp

 

�
� 2

2� 2

!

avec � 2 =
1

16� 2T2

j~a(� )j2 =
A

p
2� �

exp

 

�
� 2

2� 2

!

donc (toujours par analogieavec une loi normale centr �eede variance � 2)
Z

j~a(� )j2d� = A
Z

� j~a(� )j2d� = 0
Z

� 2j~a(� )j2d� = A:� 2 =
A

16� 2T2

d'o�u l'on d�eduit
� f 2 =

1
16� 2T2

Calcul par la fonction d'am bigu •�t �e

� (� ;f ) =
A

p
2� T

Z
exp

 

�
(t � � =2)2 + (t + � =2)2

4T2

!

exp(2i� f t)dt

=
A

p
2� T

exp

 

�
� 2

8T2

! Z
exp

 

�
t2

2T2

!

exp(2i� f t)dt

=
A

p
2� T

exp

 

�
� 2

8T2

!

TF

"

exp

 

� �
�

t
p

2� T

� 2
!#

(� f )

� (� ;f ) = A: exp

 

�
� 2

8T2

!

: exp
�
� 2� 2T2f 2

�

On peut maintenant �evaluer les d�eriv�eespartielles :

@�
@�

(� ;f ) =
�

�
�

4T2

�
� (� ;f )

@�
@�

(0;0) = 0

@�
@f

(� ;f ) =
�
� 4� 2T2f

�
� (� ;f )
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@�
@f

(0;0) = 0

@2�
@� 2 (� ;f ) =

�
�

1
4T2

�
� (� ;f ) +

�
�

4T2

� 2

� (� ;f )

@2�
@� 2 (0;0) = �

1
4T2 � (0;0)

@2�
@f 2 (� ;f ) =

�
� 4� 2T2

�
� (� ;f ) +

�
� 4� 2T2f

� 2
� (� ;f )

@2�
@f 2 (0;0) = � 4� 2T2� (0;0)

@2�
@� @f

(� ;f ) =
�

�
�

4T2

� �
� 4� 2T2f

�
� (� ;f )

@2�
@� @f

(0;0) = 0

D'o�u l'on voit que l'on retrouve lesexpressionsdes�epanouissements temporel et fr�equenciel,
et que le produit temps-fr�equencemoyen est nul (ce qui �etait �evident au d�epart puisquela phase
de l'impulsion est nulle).

4.8.2 Impulsion gaussienne \c hirp"

Nous reprenonsl'exemple pr�ec�edent mais avec un terme de phasequadratique additionnel
(modulation lin�eaire de fr�equence):

a(t) =

s
A

p
2� T

exp

 

�
t2

4T2 + ibt2

!

On a toujours

ja(t)j2 =
A

p
2� T

exp

 

�
t2

2T2

!

et donc
Z

ja(t)j2dt = A
Z

t ja(t)j2dt = 0
Z

t2j~a(� )j2d� = A:T 2

� � 2 = T2

La pr�ecisionde la mesurede temps n'est donc pas modi� �ee.

� (� ;f ) =
A

p
2� T

Z
exp

�
� (t � � =2)2

�
1

4T2 + ib
�

� (t + � =2)2
�

1
4T2 � ib

��
exp(2i� f t)dt

=
A

p
2� T

exp

 

�
� 2

8T2

! Z
exp

 

�
t2

2T2 + 2ib� t

!

exp(2i� f t)dt

=
A

p
2� T

exp

 

�
� 2

8T2

!

TF

"

exp

 

� �
�

t
p

2� T

� 2
!# �

� f �
b�
�

�
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� (� ;f ) = A: exp

 

�
� 2

8T2

!

: exp

 

� 2� 2T2
�

f +
b�
�

� 2
!

� (� ;f ) = A: exp
�

�
�

1
8T2 + 2b2T2

�
� 2 � 2� 2T2f 2 � 4� bT2f �

�

Apr �es�evaluation desd�eriv�eespartielles �a l'origine, on obtient

� f 2 =
1

16� 2T2 +
b2T2

� 2

et

� � :� f =
bT2

�

et doncun terme dephasequadratique conduit �a l'apparition d'un couplagedeserreursdemesure
en temps et fr�equence,mêmes'il permet d'am�eliorer la pr�ecisionde la mesureen fr�equenceseule
(� f 2 augmente avec b2). Dans la pratique une impulsion \chirp" a donc un int�er̂et certain.

4.8.3 Compression d'impulsion

La fonction d'ambigu•�t �e pour la mesured'un temps est:

� (� ;0) =
Z

a� (t � � )a(t)dt

Si on poseh(t) = a� (� t) alors
� (� ;0) = [h ? a](� )

c'est-�a-dire le produit de convolution de a par h. h(t) est appel�e �ltre adapt�e �a l'impulsion
d'enveloppe complexe a(t). Le syst�eme de traitement des signaux pour la mesured'un temps
�ltre le signal de retour avec le �ltre adapt�e �a l'impulsion. Si on �ecrit maintenant

~a(� ) = j~a(� )j exp(i� (� ))

alors
a(t) = TF � 1[j~a(� )j](t) ? TF � 1[exp(i� (� ))]( t)

La phase � (� ) ne joue pas sur l' �energie du signal (
R

j~a(� )j2d� ), mais \ �elargit" l'impulsion
TF � 1[j~a(� )j](t) par sa convolution avec TF � 1[exp(i� (� ))]( t). En e�et, si � (� ) = 0, alors

TF � 1[exp(i� (� ))]( t) = � (t)

et l'impulsion n'est pas�elargiepar convolution. Par contre si � (� ) 6= 0, l'extension de la fonction
TF � 1[exp(i� (� ))]( t) devient non n�egligeable.

On dit que le �ltre adapt�e, de transform�eede Fourier ~h(� ) = j~a(� )j exp(� i� (� )), r�ealiseune
compressionde l'impulsion a(t) en remettant en phaseles fr�equences,puisque

~h(� ):~a(� ) = j~a(� )j2

Pour la mesure,tout sepassedonccommesi on avait utilis �e l'impulsion comprim�eeTF � 1[j~a(� )j](t)
�a la place de a(t).
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4.8.4 Train d'impulsions

Supposonsqu'�a partir d'une impulsion a(t) de dur�ee T, on produise le train de (2n + 1)
impulsions d�e�ni par

an (t) =
1

p
2n + 1

+ nX

k= � n

a(t � kTr )

o�u Tr est le temps de r�ep�etition (T � Tr ). Que devient la fonction d'ambigu•�t �e?

� n (� ;f ) =
1

2n + 1

+ nX

k= � n

+ nX

l= � n

Z
a� (t � kTr � � =2)a(t � lTr + � =2) exp(2i� f t)dt

soit en faisant le changement de variable t = t 0+ 1=2(k + l)Tr :

� n (� ;f ) =
1

2n + 1

+ nX

k= � n

+ nX

l= � n

� (� + (k � l )Tr ;f ) exp(i� (k + l)f Tr )

o�u � (� ;f ) est la fonction d'ambigu•�t �e associ�ee�a l'impulsion a(t). � (� ;f ) a une largeur temporelle
de l'ordre de 2T (elle est nulle en dehors de � 2 [� T;T]). Par cons�equent, � (� + (k � l )Tr ;f )
n'est di� �erente de 0 que dans l'in tervalle

� T � � + (k � l )Tr � T

ou
� T + (l � k)Tr � � � T + (l � k)Tr

� (� + (k� l )Tr ;f ) estnon nulle pour � dansdesintervallesde la forme [� T + mTr ;T + mTr ];m 2 Z.
Donc si � 2 [� T + mTr ;T + mTr ], l � k = m, et

� n (� + mTr ;f ) =
1

2n + 1

0

@
q(m)X

k= p(m)

exp(2i� kf Tr )

1

A � (� ;f ) exp(i� mf Tr ); � 2 [� T;T]

avec (
p(m) = max(� n � m; � n)
q(m) = min(n � m;n)

puisqu'on doit avoir �a la fois k 2 [� n;n] et k + m 2 [� n;n]. On v�eri�e facilement que p(m) +
q(m) + m = 0, et que q(m) � p(m) = 2n � jmj. La sommeest celle d'une suite g�eom�etrique, on
montre donc que

q(m)X

k= p(m)

exp(2i� kf Tr ) = exp(i� (q(m) + p(m))f Tr )
sin(� (q(m) � p(m) + 1)f Tr )

sin(� f Tr )

et donc

� n (� + mTr ;f ) =
sin(� (2n + 1 � jmj)f Tr )

(2n + 1) sin(� f Tr )
� (� ;f ); � 2 [� T;T]

En clair, la fonction d'ambigu•�t �e de l'impulsion originale est d�ecoup�ee par une fonction de
type Fabry-Perrot qui l'a�ne en fr�equenced'un facteur 1=(2n + 1 � jmj). Par contre la fonction
d'ambigu•�t �e de l'impulsion originale est �egalement p�eriodis�ee en temps, avec une p�eriode Tr .
Par cons�equent la pr�ecision de la mesure de fr�equenceest augment�ee, mais en contrepartie
l'ambigu•�t �e en temps est plus grande car on peut confondre les maxima successifs� n (mTr ;0)
qui sont di�cilemen t distinguables si n est grand (en pr�esencede bruit bien sûr) :

� n (mTr ;0) =
2n + 1 � jmj

2n + 1
� (0;0)
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4.9 In �egalit �e de Fr�echet-Darmois-Cramer-Rao

L'in �egalit�e de Fr�echet-Darmois-Cramer-Rao g�en�eralise l'in �egalit�e de Cramer-Rao (valable
pour un param�etre scalaire) pour un param�etre vectoriel �a n composantes (ou �a l'estimation
conjointe de n param�etres scalaires).

Propri �et �e 4.10 (In �egalit �e de Fr �echet-Darmois-Cramer-Rao )

E
h
(�̂ (r ) � � )( �̂ (r ) � � )T

i
� M :I � 1

F :M T

o�u �̂ (r ) est un vecteur estimateur du vecteur param�etre � . I F est la matrice d'infor-
mation de Fisher, d�e�nie par :

(I F ) ij
:= E

"
@

@� i
ln p(r j� ):

@
@� j

ln p(r j� )

#

soit encore
I F = E

h
r ln p(r j� ):(r ln p(r j� )) T

i

o�u r est l'op�erateur gradient d�e�ni par

r ln p(r j� ) :=

0

B
B
B
B
B
@

@
@� 1

ln p(r j� )

...
@

@� n
ln p(r j� )

1

C
C
C
C
C
A

et M est la matrice desd�eriv�eespartiel les du vecteur E [�̂ (r )]

M ij
:=

@
@� j

E[�̂ i (r )]

et en�n l'esp�erance est prise sur p(r j� )

E [f (r )] =
Z

f (r )p(r j� )dr

o�u f (r ) est une fonction quelconquede r (L'application de l'op�erateur esp�erance fait
disparâ�tr e la d�ependance en r , mais pas en � ).

Preuv e { La d�emonstration n'est pas compliqu�ee, mais n�ecessitequelques manipulations
d'alg�ebre lin�eaire.

E [�̂ i (r )] = � i + (E[�̂ i (r )] � � i )

= � i +
Z �

�̂ i (r ) � � i

�
p(r j� )dr

donc

M ij =
@

@� j
E[�̂ i (r )]

=
@

@� j
� i +

Z �
�̂ i (r ) � � i

� @
@� j

p(r j� )dr �
@

@� j
� i

Z
p(r j� )dr
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=
Z �

�̂ i (r ) � � i

� @
@� j

p(r j� )dr

=
Z �

�̂ i (r ) � � i

�
p(r j� )

@
@� j

ln p(r j� )dr

= E

"
�
�̂ i (r ) � � i

� @
@� j

ln p(r j� )

#

soit encore
M = E

h�
�̂ (r ) � �

�
:(r ln p(r j� ))T

i

Posons
� := �̂ (r ) � �

et
V := � � M :I � 1

F :(r ln p(r j� ))

Alors
E

h
V:V T

i
= E

h�
� � M :I � 1

F :(r ln p(r j� ))
�

:
�
� T � (r ln p(r j� ))T :I � 1

F :M T
�i

car �
� � M :I � 1

F :(r ln p(r j� ))
� T

= � T � (r ln p(r j� ))T :I � 1
F

T
:M T

et I F est sym�etrique (donc I � 1
F aussi).

E
h
V:V T

i
= E

h
� :� T

i
� 2E

h
� :(r ln p(r j� ))T :I � 1

F :M T
i

+ E
h
M :I � 1

F :(r ln p(r j� )) :(r ln p(r j� )) T :I � 1
F :M T

i

E
h
V:V T

i
= E

h
� :� T

i
� 2E

h
� :(r ln p(r j� ))T

i
:I � 1

F :M T

+ M :I � 1
F :E

h
(r ln p(r j� )) :(r ln p(r j� )) T

i
:I � 1

F :M T

car M et I F ne d�ependent pas de r (ce sont d�eja desesp�erances!), et donc

E
h
V:V T

i
= E

h
� :� T

i
� 2M :I � 1

F :M T

+ M :I � 1
F :I F :I � 1

F :M T

E
h
V:V T

i
= E

h
� :� T

i
� M :I � 1

F :M T

Pour conclure il su�t de remarquer que E
h
V:V T

i
� 0, et donc

E
h
� :� T

i
� M :I � 1

F :M T

ce qui constitue l'in �egalit�e F.D.C.R. (Fr�echet-Darmois-Cramer-Rao).
Comme dans le casscalaireon peut d�e�nir les notions d'estimateurs non biais�e et e�cace.

D �e�nition 4.8 (Estimateur vectoriel non biais �e)
Un estimateur vectoriel non biais�e est tel que E[�̂ (r )] = � si � est la vraie valeur
du param�etre vectoriel. C'est-�a-dire que pour � �x �ee, la moyennede �̂ (r ) prise sur
toutes les r�ealisations possiblesde la mesure est �egale �a � . Dans ce cas l'in �egalit�e
F.D.C.R. devient

E
h
(�̂ (r ) � � )( �̂ (r ) � � )T

i
� I � 1

F
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D�e�nition 4.9 (Estimateur vectoriel e�cace )
Un estimateur vectoriel e�c ace est un estimateur vectoriel non-biais�e qui atteint les
bornes de Fr�echet-Darmois-Cramer-Rao.

exer cice - 4.1 R�e
ectom �etre optique

On veut �etudier la pr�ecisiond'un r�e
ectom�etre pour �bres optiques. Le principe est d'injecter une
impulsion lumineuseconnue de puissanceinstantan�eey(t) quasi-monochromatique dansune �bre optique
d�efectueuse,qui est rompue �a une distance d de l'extr �emit�e connect�ee au r�e
ectom�etre. On cherche
alors �a d�eterminer le temps de retour de l'impulsion r�e
 �echie sur l'in terface due �a la cassure.On donne
l'information suivante, contenue dans la proposition logique I suivante :

I = \On supposeen premi�ereapproximation que l'impulsion sepropagesanssed�eformer.On connait
l'indice e�ectif de propagation dans la �bre, que l'on note n, et on pose � = n=c, o�u c est la c�el�erit �e
de la lumi�ere dans le vide. Par ailleurs, on connait les pertes par unit �e de longueur de la �bre qui sont
mesur�eespar le coe�cien t � en m� 1 ; c'est-�a-dire qu'apr�es propagation sur une distance d, l'impulsion
est att �enu�ee d'un facteur exp(� �d ). Le d�etecteur utilis �e pour enregistrer le signal de retour est a�ect �e
d'un bruit blanc centr �e de puissanceconnue � 2."

{ a) - On d�e�nit le vecteur param�etre � par

� =
�

d
�

�

o�u � est le coe�cien t de r�e
exion en intensit�e �a l'in terface (cassure),et d est la distance �a laquelle
se trouve cette interface. On d�esignepar V la proposition logique:
V = \Le signal de retour mesur�e est v(t)."
Justi�er que sousl'information I , on peut �ecrire le mod�ele de mesuresousla forme:

p(V j� I ) = N (v(t);x(t;� );� 2 ) = A exp
�

�
1

2� 2

Z
(v(t) � x(t;� ))2 dt

�

x(t;� ) = � exp(� 2�d ) y(t � 2� d)

o�u A est une constante que l'on ne cherchera pas �a d�eterminer, et que p(� jV I ) est directement
proportionnelle �a p(V j� I ).

{ b) - On rappelle que dans le casgaussien,les principesd'estimation MAP et MC s'identi�en t. On
supposedans un premier temps que la valeur de � est connue. On pose

J [f ] =
Z

f (t) dt

et

[f 
 g](z) =
Z

f (t) g(t � z) dt

o�u f et g sont desfonctions quelconquesde t, et a = J [y2] ; b = J
�
y

dy
dt

�
et c = J

" �
dy
dt

� 2
#

.

Calculer
R

(v(t) � x(t;� ))2 dt en utilisant les notations pr�ec�edentes. Montrer alors que la valeur de
l'estimation d̂ au sensMAP ou MC est solution de l' �equation implicite :

�
d
dt

[v 
 y](2� d̂) = �: ([v 
 y](2� d̂) � a� exp(� 2� d̂))

Calculer
@x(t;� )

@d
, et en d�eduire la matrice de covariance� d̂ (ici r�eduite �a un scalaire)de l'estimation

de la distance d.
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{ c) - On supposemaintenant que la valeur de � est inconnue. Montrer que l'on a (toujours au sens
MAP ou MC) :

�̂ =
exp(2� d̂)

a
[v 
 y](2� d̂)

d
dt

[v 
 y](2� d̂) = 0

Interpr�eter simplement cesdeux �equations.Montrer que la matrice A intervenant dans le calcul de
la matrice de covariance de l'estimation MC a pour expression:

A = � exp(� 4� d̂)
�

a � 2�̂ (�a + � b)
� 2�̂ (�a + � b) 4�̂ 2(� 2a + 2�� b+ � 2c)

�

(on ne cherchera pas�a inversercette matrice pour obtenir la matrice de covariancede l'estimation).

R �eponse
{ a) - D�eterminons tout d'abord la moyennedu mod�ele de mesure,c'est-�a-dire x(t;� ). L'impulsion

parcourt une longueur2d dansun milieu d'indice n. Elle revient doncau bout d'un tempsn� 2d=c=
2� d. Les pertes sont dues�a la r�e
exion (� ) et �a la propagation (exp(� 2�d )), donc au total

x(t;� ) = � exp(� 2�d ) y(t � 2� d)

Le bruit de d�etection est centr �e, blanc, et de puissance� 2. Sous ces contrain tes, le principe du
maximum d'entropie conduit �a attribuer une distribution gaussienne�a p(V j� I ), de moyennex(t;� )
et de variance � 2.
Rien dans I ne permet de privil �egierune hypoth�esesur � , donc p(� jI ) est constante, et p(� jV I ) est
directement proportionnelle �a p(V j� I ).

{ b) - Z
(v(t) � x(t;� ))2 dt = J [v2] + a� 2 exp(� 4�d ) � 2� exp(� 2�d )[v 
 y](2� d)

puisque Z
y2(t � 2� d) dt =

Z
y2(t) dt = a

d̂ est obtenue en cherchant le minimum de
R

(v(t) � x(t;� ))2 dt, donc pour

@
@d

Z
(v(t) � x(t;� ))2 dt = 0

soit

� 4�a� 2 exp(� 4�d ) + 4�� exp(� 2�d )[v 
 y](2� d) � 4� � exp(� 2�d )
d
dt

[v 
 y](2� d) = 0

donc d̂ est solution de l' �equation implicite

�
d
dt

[v 
 y](2� d̂) = �: ([v 
 y](2� d̂) � a� exp(� 2� d̂))

@x(t;� )
@d

= � 2�� exp(� 2�d )y(t � 2� d) � 2� � exp(� 2�d )
d
dt

y(t � 2� d)

� d̂ = � � 2:A � 1 = �
� 2

A11

avec

A11 = �
Z �

@x(t;� )
@d

� 2

dt

A11 = � 4� 2 exp(� 4�d )( � 2a + 2�� b+ � 2c)
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donc

� d̂ =
� 2 exp(4�d )

4� 2(� 2a + 2�� b+ � 2c)

{ c) - �̂ et d̂ sont solutions de

8
><

>:

@
@�

Z
(v(t) � x(t;� ))2 dt = 0 = 2� exp(� 4�d )a � 2exp(� 2�d )[v 
 y](2� d)

@
@d

Z
(v(t) � x(t;� ))2 dt = 0

La seconde�equation est identique �a celle de la question pr�ec�edente. La premi�ere �equation donne

�̂ =
exp(2� d̂)

a
[v 
 y](2� d̂)

et en injectant cette valeur dans l'expressionde d̂ trouv �ee�a la question pr�ec�edente

d
dt

[v 
 y](2� d̂) = 0

Pour trouver d̂, il faut donc chercher le maximum de la corr�elation de v avecy. On obtient ensuite
�̂ en normalisant la valeur au maximum commesi l'acquisition avait �et�e faite sansbruit :

[v 
 y]max = �̂ exp(� 2� d̂) [y 
 y](0)
| {z }

= a

8
><

>:

@x(t;� )
@d

= � 2�� exp(� 2�d )y(t � 2� d) � 2� � exp(� 2�d )
d
dt

y(t � 2� d)
@x(t;� )

@�
= exp(� 2�d )y(t � 2� d)

donc
A22 = � exp(� 4�d )a

et
A12 = A21 = 2� exp(� 4�d )( �a + � b)

d'o�u l'expressionde la matrice A.
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Chapitre 5

Filtrage de Kalman

5.1 Probl �ematique

5.1.1 D�e�nitions

On supposeque l'on observe l' �evolution d'un syst�emeau cours du temps, en e�ectuant des
mesuressur ce syst�eme.

{ L' �etat du syst�emeest d�ecrit par le vecteur param �etre � t , qui �evolue au cours du temps.
La valeur exactede � t n'est pas connue: il faut l'estimer.

{ A�n de rendre cette estimation possible, on e�ectue des mesures,dont le r�esultat est
d�ecrit par le vecteur mesure vt . Cesmesuresportent sur desgrandeursphysiquesli�ees
�a la valeur du vecteur param�etre, c'est-�a-dire que l'on formule un mod�ele relian t les
observ ations �a l' �etat du syst �eme.

{ On suppose�egalement un mo d�ele de l' �evolution temp orelle de l' �etat du syst �eme,
soit du vecteur param�etre � t .

Le but du �ltrage de Kalman est l'estimation temporelle de l' �etat du syst�eme � t , au fur et �a
mesureque l'on accumule desdonn�ees.

Notations : On consid�erera par la suite une �evolution �a temps discret, c'est-�a-dire que t est
un entier (un indice).

� t 2 Rn

vt 2 Rm

Vt = v1 � � � vt (produit de propositions logiques: Vt est constitu�eede toutes lesdonn�ees
acquisesjusqu�a l'instant t.)

I : Proposition logique d�ecrivant l'ensemble de notre �etat de connaissance
sur le syst�emeconsid�er�e (tout cequi n'est pascontenu dans lesvt et � t ).

exemple - 5.1 Poursuite d'un avion

Supposonsun probl�emede poursuite d'un point brillan t (un avion) dans une s�equenced'images (ce
qui est un probl�emedi�cile en pratique !). L'avion apparâ�t commeun point car il est en limite de port �ee
de la cam�era. On acqui�ere une s�equenced'images.

{ Comment d�ecrire l' �etat du syst�eme(l'avion) ?

{ position (3 composantes)
{ direction (2 composantes)
{ module de vitesse(1 composante)
{ . . .
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{ position du manche �a balai
{ psychologie du pilote (?)
{ . . .

On peut rendre le probl�emed'estimation arbitrairement compliqu�e, mais il est clair que certains
param�etres sont plus important que d'autres.

{ Que mesuret'on ? les images(donc m = nombre de pixels des images). Il est clair que l'on peut
estimer �a partir de cesmesuresla position, la direction et le module de la vitessede l'avion, le tout
avec une pr�ecision�nie.

Le �ltrage de Kalman est particuli �erement utile dans toutes les applications o�u le signal
attendu peut disparâ�tre pendant plusieursincr�ements detemps.Cette situation peut seproduire
par exemplelors de la poursuite d'un h�elicopt�ere par un �equipement optronique. Si l'h �elicopt�ere
disparâ�t derri�ere une rang�eed'arbres, il seran�ecessairede pr�edire approximativ ement l'endroit
o�u il va r�eapparâ�tre a�n de pouvoir continuer la poursuite. Cette pr�ediction de la tra jectoire
devra être faite sur la base des mouvements pr�ec�edents. Un autre exemple est fourni par la
restauration d'enregistrements d�et�erior�es,par exemplede vieux disquesvinyle. Il faudra d�etecter
les endroits ab̂�m�eset les remplacer par desenregistrements pr�edits �a l'aide desparties intactes
pr�ec�edentes.

5.1.2 Estimation { pr �ediction

Au bout d'un temps t, on a acquis les donn�eesVt = v1 � � � vt . Connaissant de plus toute
l'information disponible sur le syst�eme,contenue dans la proposition logique I , que peut-on dire
de l' �etat du syst�eme�a un instant t0 quelconque?

La r�eponse�a cette question est contenue dans la densit�e de probabilit �e

p(� t0jVt I )

Il est d'usagede di� �erencier les trois cassuivants :
8
><

>:

t0 < t ! \lissage"
t0 = t ! \�ltrage"
t0 > t ! \pr �ediction"

Il est clair que plus on disposed'information (plus t est grand) plus l'estimation serabonne:
l'estimation de � t0 que l'on peut faire �a partir de p(� t0jVt2 I ) doit être de qualit �e sup�erieure ou
�egale�a celle que l'on peut faire �a partir de p(� t0jVt1 I ) si t2 > t1.

Plus pr�ecis�ement, l'apport d'une donn�ee compl�ementaire est le suivant. De Vt+1 = vt+1 :Vt ,
la r�egledu produit donne:

p(� t0jVt+1 I ) =
p(� t0jVt I )

p(vt+1 jVt I )
p(vt+1 j� t0Vt I )

soit encore

p(� t0jVt+1 I ) =
p(vt+1 j� t0Vt I )
p(vt+1 jVt I )

| {z }
apport compl�ementaire

p(� t0jVt I )

On peut chercher de même�a d�eterminer desquantit �es du type:

p(vt0jVt I )
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Dans ce cas,seulela pr�ediction (t0 > t) a un senspuisque:

t0 � t p(vt0jVt I ) = � (vt0 � \mesure �a l'instant t0" )

Cette �equation signi�e simplement qu'il n'y a aucun int�er̂et �a estimer ce qui a d�ej�a �et�e mesur�e!

5.1.3 Mo d�ele de mesure

De quoi peut d�ependre (logiquement) le r�esultat de la mesure�a l'instant t ?

{ du temps t
{ de la successiondes�etats � t = � 0 : : : � t

{ desmesurespr�ec�edentes Vt � 1 = v1 : : : vt � 1

On peut donc d�e�nir le mod�ele de mesurecomme�etant la donn�eede:

p(vt j� tVt � 1I ) (5.1)

Il est clair qu'un mod�ele de mesurede ce type est d'une complexit�e excessive en pratique.

Temps Etat Mesure

t = 0

t = 1

t = 2

� 0

� 1

� 2

v1

v2

Fig. 5.1 { D�ependance logique pour le mod�ele de mesure.

En g�en�eral on fait l'hypoth�eseque la mesurene d�epend que de l' �etat pr�esent du syst�emeet
du temps pr�esent, soit :

p(vt j� tVt � 1I ) = p(vt j� t I ) (5.2)

Temps Etat Mesure

t = 0

t = 1

t = 2

� 0

� 1

� 2

v1

v2

Fig. 5.2 { Mod�ele de mesure, dans l'hypoth�eseo�u la mesure ne d�epend que de l' �etat pr�esent.
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Pour simpli�er plus encore,on se contente en g�en�eral de sp�eci�er ce mod�ele �a l'ordre deux
seulement :

p(vt j� t I ) = f t (vt ;x(t;� t );r (t;� t )) (5.3)

Cette notation signi�e que f t est une fonction de la variable vt , de moyennex(t;� t ) (vecteur de
Rm ) et de covariance r (t;� t ) (matrice carr�eede Rm� m ) :

Z
p(vt j� t I )dvt =

Z
f t (! ; � ;� )d! = 1

Z
vt p(vt j� t I )dvt =

Z
! f t (! ; � ;� )d! = x(t;� t )

Z
(vt � x(t;� t )) :(vt � x(t;� t ))T p(vt j� t I )dvt =

Z
(! � < ! > ):(! � < ! > )T f t (! ; � ;� )d!

= r (t;� t )

Par exemple,ce peut être une gaussienne:

p(vt j� t I ) = N (vt ;x(t;� t );r (t;� t ))

=
1

(2� )m=2
p

jr (t;� t )j
exp

�
�

1
2

(vt � x(t;� t ))T r (t;� t )� 1 (vt � x(t;� t ))
�

Une autre �ecriture est encoresouvent employ�eedans la litt �erature :

vt = x(t;� t ) + bt ; o�u bt est un bruit centr �e de covariance r (t;� t ) (5.4)

Remarque : L'hypoth�esesimpli�catrice classiquequela mesurened�ependquedel' �etat pr�esent
nous prive de la possibilit�e de rendre le �ltrage (de Kalman) adaptatif.

En e�et, s'il est asseznaturel que la mesurene d�ependephysiquementque de l' �etat pr�esent
du syst�eme, l'accumulation desdonn�eesdevrait permettre logiquementde pr�eciserla qualit �e de
l'approximation du mod�ele, c'est-�a-dire la forme de la distribution autour de la valeur moyenne
x(t;� t ).

On pourrait par exemple faire d�ependre la covariance du mod�ele de mesure des mesures
pr�ec�edentes (r (t;� t ;Vt � 1)), a�n de pro�ter de l'information apport�ee par ces mesures�a notre
con�ance dans le mod�ele de mesure. Cela rendrait en ce sens le �ltrage adaptatif. Une telle
th�eorie est cependant complexe,et d�epassele cadre de ce cours.

5.1.4 Mo d�ele d' �evolution

Comme pour la mesure �a l'instant t, l' �etat du syst�eme d�epend du temps, des �etats et des
mesurespr�ec�edentes. Le mod�ele d'�evolution est constitu�e par :

p(� t+1 j� t Vt I ) (5.5)

A tten tion : La d�ependancede � t+1 avec Vt , soit avec les mesurespr�ec�edentes, ne r�esulte en
aucun cas d'une causalit�e physique (une mesure optronique, lidar, radar, sonar..., ne modi�e
pas ou tr �es peu l' �etat du syst�eme observ�e). La d�ependanceest d'ordre purement logique: les
donn�eespeuvent modi�er notre pr�ediction pour � t+1 , en excluant certains caspar exemple,mais
en g�en�eral ellesne modi�en t pas la \v aleur vraie" de cet �etat.
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Comme dans le cas du mod�ele de mesure,ce mod�ele d'�evolution est trop complexeen pra-
tique. On fait alors de fa�con similaire l'hypoth�eseque l' �etat pr�esent ne d�epend que de l' �etat
pr�ec�edent :

p(� t+1 j� t Vt I ) = p(� t+1 j� t I ) (5.6)

Pour simpli�er plus encore,on se contente en g�en�eral de sp�eci�er ce mod�ele �a l'ordre deux
seulement :

p(� t+1 j� t I ) = gt (� t+1 ;' (t;� t );q(t;� t )) (5.7)

Cette notation signi�e que gt est une fonction de la variable � t+1 , de moyenne ' (t;� t ) (vecteur
de Rn ) et de covariance q(t;� t ) (matrice carr�eede Rn� n ) :

Z
p(� t+1 j� t I )d� t =

Z
gt (! ; � ;� )d! = 1

Z
� t+1 p(� t+1 j� t I )d� t+1 =

Z
! gt (! ; � ;� )d! = ' (t;� t )

Z
(� t+1 � ' (t;� t )) :(� t+1 � ' (t;� t ))T p(� t+1 j� t I )d� t+1 =

Z
(! � < ! > ):(! � < ! > )T gt (! ; � ;� )d!

= q(t;� t )

Par exemple,ce peut être une gaussienne:

p(� t+1 j� t I ) = N (� t+1 ;' (t;� t );q(t;� t ))

=
1

(2� )n=2
p

jq(t;� t )j
exp

�
�

1
2

(� t+1 � ' (t;� t ))T q(t;� t )� 1 (� t+1 � ' (t;� t ))
�

Temps Etat Mesure

t = 0

t = 1

t = 2

� 0

� 1

� 2

v1

v2

Fig. 5.3 { Mod�ele d'�evolution, dans l'hypoth�ese o�u l' �etat pr�esent ne d�epend que de l' �etat
pr�ec�edent.

Une autre �ecriture est souvent employ�eedans la litt �erature :

� t+1 = ' (t;� t ) + wt ; o�u wt est un bruit centr �e de covariance q(t;� t ) (5.8)

Remarque : Une autre �ecriture est encoresouvent employ�eedans la litt �erature :

� t+1 = ' (t;� t ) + 
 (t;� t ):wt (5.9)

o�u wt (2 Rp) estun bruit centr �e decovarianceq(t;� t ) (2 Rp� p) et 
 (t;� t ) estunematrice rectangle
de Rn� p. Il su�t de poserw0

t = 
 (t;� t ):wt pour seramener au caspr�ec�edent, puisqu'alors w0
t est

centr �e, et de covariance 
 (t;� t ):q(t;� t ):
 (t;� t )T .
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En e�et, si on pose�a t et � t donn�es, q(t;� t ) = q, 
 (t;� t ) = 
 , wt = w et w0
t = w0, alors par

d�e�nition :

q =
Z

w:wT p(w)dw

donc


 :q:
 T =
Z


 :w:wT :
 T p(w)dw

=
Z

(
 :w):(
 :w)T p(w)dw

commede plus p(w0)dw0 = p(w)dw, il vient 
 :q:
 T =
R

w0:w0T p(w0)dw0.

5.1.5 Mo d�eles lin �eaires de mesure et d' �evolution

Un casparticulier fondamental est obtenu en supposant le mod�ele lin�eaire suivant :

mod�ele de mesure

moyenne x(t;� t ) = X t :� t X t : matrice de Rm� n

covariance r (t;� t ) = Rt Rt : matrice de Rm� m

mod�ele d'�evolution

moyenne ' (t;� t ) = � t :� t � t : matrice de Rn� n

covariance q(t;� t ) = Qt Qt : matrice de Rn� n

Il est essentiel de remarquer que dans ce cas les covariancesdesmod�elesne d�ependent plus
de l' �etat � t , ce qui simpli�e beaucouples calculs.

exemple - 5.2 D �eplacemen t d'un mobile �a vitesse constan te dans le plan

On �etudie le d�eplacement d'un mobile (solide ind�eformable) dans un plan. On rep�ere la position du

centre de gravit �e du mobile par le vecteur (z1(t);z2(t))T . La vitesse est donn�ee par
�

dz1

dt
(t);

dz2

dt
(t)

� T

.

On supposepour le mod�ele d'�evolution que cette vitesseest constante, soit en discr�etisant (l'incr �ement
de temps est suppos�e �egal �a 1) :

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

z1(t + 1) = z1(t) +
dz1

dt
(t)

z2(t + 1) = z1(t) +
dz2

dt
(t)

dz1

dt
(t + 1) =

dz1

dt
(t)

dz2

dt
(t + 1) =

dz2

dt
(t)
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Si l'on prend:

� t
:=

0

B
B
B
B
B
B
B
@

z1(t)

z2(t)
dz1

dt
(t)

dz2

dt
(t)

1

C
C
C
C
C
C
C
A

on aura alors:

� t =

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

0 0 0 1

1

C
C
C
C
C
C
A

L'incertitude dans ce mod�ele seramesur�eepar une matrice de covariance Qt (matrice 4� 4).
On supposepar ailleurs qu'on ne mesureque la position, c'est-�a-dire que:

vt
:=

0

@
z1(t)

z2(t)

1

A

on aura alors:

X t =

0

@
1 0 0 0

0 1 0 0

1

A

L'incertitude dans ce mod�ele seramesur�eepar une matrice de covariance R t (matrice 2� 2).

5.1.6 Esp�erance conditionnelle

D�e�nition 5.1 (Esp�erance conditionnelle )

L'op�erateur esp�erance conditionnelle est d�e�ni par :

< : > y
:=

Z
(:) p(xjy)dx

En particulier la moyenneconditionnelle de x sachant y est

< x > y=
Z

xp(xjy)dx

et la fonction caract�eristique conditionnelle est

' xjy(u) = < exp(iu T :x) > y=
Z

exp(iu T :x)p(xjy)dx
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Propri �et �e 5.1 (La trace de la covariance est un pro duit scalaire )

La trace de la covariance (conditionnelle ou non) de deuxvecteurs al�eatoires centr�es
est un produit scalaire de cesdeuxvecteurs al�eatoires. L'autocovariance d�e�nit donc
une norme, qui permet de d�e�nir les classesd'�equivalence de vecteurs al�eatoires de
même norme (v.a. �egauxen moyennequadratique).

Tr < a:bT > y = < aT :b > y=
ZZ

aT :b p(abjy) dadb

Tr < a:aT > y = < aT :a > y=
Z

aT :a p(ajy) da := kak2
y

D�emonstration : Il faut montrer que la trace de la covariance poss�ede les propri �et�es de
sym�etrie et de lin�earit�e (pour le produit scalaire), et qu'elle est de plus d�e�nie positive (pour la
norme).

{ Sym�etrie : < aT :b > y= < bT :a > y

ceci est �evident puisque1 aT :b = bT :a et que p(abjy) = p(bajy).
{ Lin�earit�e: Il faut montrer que 8a;b;cvecteursal�eatoires,8� 2 R,

(a) < (�a )T :b > y = � < aT :b > y

(b) < (a + b)T :c > y = < aT :c > y + < bT :c > y

{ (a) Soit a0 = �a , alors p(a0bjy)da0db= p(abjy)dadb, d'o�u :

< (�a )T :b > y =
Z

a0T :b p(a0bjy) da0db

= �
Z

aT :b p(abjy) dadb

< (�a )T :b > y = � < aT :b > y

{ (b) Soit s = a + b, alors p(sjcy) =
R

p(A = s � xjcy)p(B = xjcy)dx (th �eor�eme
classiquedesprobabilit �es: la distribution d'une sommede v.a. est la convolution des
distributions de cesv.a.). Donc:

< sT :c > y =
ZZ

sT :c p(scjy) dsdc

=
ZZ

sT :c p(sjcy) p(cjy) dsdc

< sT :c > y =
ZZZ

sT :c p(A = s � xjcy)p(B = xjcy) p(cjy) dsdcdx

Soit le changement de variable suivant :
8
><

>:

a = s � x
b = x
c = c

1. Atten tion, le produit scalaire aT :b est celui d'un espacevectoriel classique; le produit scalaire que nous
d�e�nissons est d�e�ni pour un espacede vecteurs al�eatoires.
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dont le jacobien2 est unitaire :

J =

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

0

B
@

1
&

1

1

C
A 0 0

0

B
@

� 1
&

� 1

1

C
A

0

B
@

1
&

1

1

C
A 0

0 0

0

B
@

1
&

1

1

C
A

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

= 1

Il vient donc:

< sT :c > y =
ZZZ

(a + b)T :c p(ajcy) p(bjcy) p(cjy) dadbdc

=
ZZ

aT :c p(ajcy) p(cjy) dadc +
ZZ

bT :c p(bjcy) p(cjy) dbdc

=
ZZ

aT :c p(acjy) dadc +
ZZ

bT :c p(bcjy) dbdc

< sT :c > y = < aT :c > y + < bT :c > y

{ La trace de la covariance est d�e�nie positivesi < aT :a > y= 0 ) a = 0. Cette condition est
r�ealis�eepuisqueaT :a � 0 et p(ajy) � 0 sansquecette distribution puisseêtre uniform�ement
nulle (puisque

R
p(ajy)da = 1).

5.1.7 Choix de l'estimateur

Ainsi que nous l'avons dit en introduction, le but du �ltrage de Kalman est d'obtenir la
densit�e de probabilit �e:

p(� t jVt I )

�A partir de cette densit�e de probabilit �e, on peut alors chercher un estimateur �̂ t de l' �etat du
syst�eme. Mais il faut garder �a l'esprit que c'est dans le choix de l'estimateur que s'introduit
l'arbitraire de cette m�ethode. En aucun cas,la donn�eede l'estimateur �̂ t ne peut remplacercelle
de p(� t jVt I ).

Quels sont les estimateurs possibles? Les plus utilis �es sont ceux d�e�nis au sensdu MAP
(maximum a posteriori ), au sens du MV (maximum de vraisemblance) ou au sens des MC
(moindres carr�es).

{ MAP
�̂ t

:= Argmax
� t

f p(� t jVt I )g

{ MV
�̂ t

:= Argmax
� t

f p(Vt j� t I )g

{ MC

�̂ t = < � t > Vt I =
Z

� t p(� t jVt I ) d� t

2. Jacobien: d�eterminant de la matrice desd�eriv�eespartielles desnouvellesvariables par rapport aux anciennes,
ici une matrice carr�ee 3n � 3n.
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D�etaillons plus pr�ecis�ement le casMC. Par d�e�nition, l'estimateur desmoindrescarr�esminimise
la trace de la covariance conditionnelle de � t (pour les calculs qui suivent, sesouvenir que �̂ t est
une fonction a priori quelconquedesdonn�ees,donc de Vt I , mais pas de � t ):

< (� t � �̂ t )T :(� t � �̂ t ) > Vt I
:=

Z
(� t � �̂ t )T :(� t � �̂ t ) p(� t jVt I ) d� t

= < � T
t :� t > Vt I + �̂ T

t :�̂ t � 2: < � t > T
Vt I :�̂ t

= k� t k2
Vt I + k�̂ t � < � t > Vt I k2

Vt I � k < � t > Vt I k2
Vt I

Il est donc clair que cette quantit �e est minimale pour �̂ t = < � t > Vt I , c'est-�a-dire que l'estima-
teur des moindres carr�es est la moyenne de la distribution. Dans cesconditions, la trace de la
covariance conditionnelle de l'estimateur est �egale�a celle de la distribution :

< (� t � �̂ t )T :(� t � �̂ t ) > Vt I = k� t � < � t > Vt I k2
Vt I

5.2 Solution g�en�erale

On supposedonn�es les mod�elesde mesureet d'�evolution (simpli� �es):

p(vt j� tVt � 1I ) = p(vt j� t I )

p(� t+1 j� t Vt I ) = p(� t+1 j� t I )

Par ailleurs, on supposedonn�eep(� 0jI ).

Temps Etat Mesure

t = 0

t = 1

� 0

� 1 v1

(�evolution)

(mesure)

Fig. 5.4 { D�epart de la pr�ediction (conditions initiales).

Avant l'acquisition des premi�eresmesuresv1, on peut pr�edire les distributions de � 1 et de
v1.

{ pr�ediction de l' �etat suivant du syst�eme

p(� 1jI ) =
Z

p(� 1j� 0I ) p(� 0jI ) d� 0

{ pr�ediction de la mesuresuivante

p(v1jI ) =
Z

p(v1j� 1I ) p(� 1jI ) d� 1

=
ZZ

p(v1j� 1I ) p(� 1j� 0I ) p(� 0jI ) d� 0 d� 1
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Apr �esl'acquisition despremi�eresmesuresv1, on peut calculer la densit�e de probabilit �e pour
l'estimation :

p(� 1jv1I ) =
p(� 1jI )
p(v1jI )

p(v1j� 1I )

Cette expressioncombine donc par la r�egledu produit lespr�edictions avec la vraisemblance (ou
mod�ele de mesure).

Cette structure de pr�ediction/estimation ser�ep�ete r�ecursivement pour les instants suivants.
Avant l'acquisition de la mesurevt+1 , on peut pr�edire les distributions de � t+1 et de vt+1 .

{ pr�ediction de l' �etat suivant du syst�eme

p(� t+1 jVt I ) =
Z

p(� t+1 j� t I )
| {z }
�evolution

p(� t jVt I )
| {z }

estimation pr�ec�edente

d� t

{ pr�ediction de la mesuresuivante

p(vt+1 jVt I ) =
Z

p(vt+1 j� t+1 I ) p(� t+1 jVt I ) d� t+1

=
ZZ

p(vt+1 j� t+1 I )
| {z }

mod�ele de mesure

p(� t+1 j� t I )
| {z }
�evolution

p(� t jVt I )
| {z }

estimation pr�ec�edente

d� t d� t+1

Pour �ecrire les relations pr�ec�edentes, nous avons utilis �e le fait que:
8
>>><

>>>:

p(vt+1 j� t+1 Vt I ) = p(vt+1 j� t+1 I )

p(� t+1 j� t Vt I ) = p(� t+1 j� t I )

Ces relations sont contenues dans les hypoth�esesqui permettent de simpli�er les mod�eles de
mesureet d'�evolution.

Apr �es l'acquisition de la mesurevt+1 , on peut calculer la densit�e de probabilit �e pour l'esti-
mation :

p(� t+1 jVt+1 I ) = p(� t+1 jvt+1 Vt I )

=
p(� t+1 jVt I )
p(vt+1 jVt I )

p(vt+1 j� t+1 Vt I )

soit �nalement

p(� t+1 jVt+1 I ) =
p(� t+1 jVt I )
p(vt+1 jVt I )

p(vt+1 j� t+1 I )

Remarque : �A partir de cette derni�ereexpression,on retrouve ais�ement la formule de pr�ediction
de la mesure,puisque Z

p(� t+1 jVt+1 I ) d� t+1 = 1

et donc
p(vt+1 jVt I ) =

Z
p(vt+1 j� t+1 I ) p(� t+1 jVt I ) d� t+1

Cette expressionest une relation de normalisation.
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5.3 Solution gaussienne { cas lin �eaire

On seplace dans le cas lin�eaire et on supposedesdensit�esde probabilit �e gaussiennespour :
{ les conditions initiales p(� 0jI ) = N (� 0;�̂ 0;P0)
{ le mod�ele de mesurep(vt j� t I ) = N (vt ;X t :� t ;Rt )
{ le mod�ele d'�evolution p(� t+1 j� t I ) = N (� t+1 ;� t :� t ;Qt )

5.3.1 Propagation du caract �ere gaussien

Propri �et �e 5.2 (Propagation du caract �ere gaussien )

Soient � et � deux vecteurs al�eatoires. � est un vecteur al�eatoire gaussien �a n
composantes,de moyenneq (vecteur de dimension n) et de covariance C (matrice
n � n), soit p(� ) = N (�;q ;C). Le vecteur al�eatoire � est de dimension m, et tel que
p(� j� ) = N (� ;A:�;B ), avec A une matrice m � n et B une matrice m � m.
Alors � est un vecteur al�eatoire gaussien:

p(� ) =
Z

N (� ;A:�;B ) N (�;q ;C) d� = N (� ;A:q;A:C:AT + B )

Preuv e : La fonction caract�eristique de � est

' � (u) := < exp(iu T :� ) >

' � (u) =
Z

exp(iu T :� ) p(� ) d�

Puisque

p(� ) =
Z

p(� j� ) p(� ) d�

il vient

' � (u) =
Z

p(� ) d�
Z

exp(iu T :� ) p(� j� ) d�

=
Z

p(� ) d� < exp(iu T :� ) > �

' � (u) =
Z

p(� ) d� ' � j � (u)

Or
' � j � (u) = exp

�
iu T :(A:� ) �

1
2

uT :B :u
�

= exp
�

i (AT :u)T :� �
1
2

uT :B :u
�

donc

' � (u) = exp
�

�
1
2

uT :B :u
� Z

p(� ) d� exp
�
i (AT :u)T :�

�

= exp
�

�
1
2

uT :B :u
�

' � (AT :u)

= exp
�

�
1
2

uT :B :u
�

exp
�

i (AT :u)T :q �
1
2

(AT :u)T :C:(AT :u)
�

' � (u) = exp
�
iu T :(A:q)

�
exp

�
�

1
2

uT :(B + A:C:AT ):u)
�
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Cette propri �et�e de stabilit �e desgaussiennes(une de plus!) permet de montrer par r�ecurrence
que toutes les densit�esde probabilit �e intervenant sont gaussiennes.Nous pouvons reprendre les
calculs de la section pr�ec�edente en explicitant le caract�ere gaussiendesdensit�esde probabilit �e.

{ Pr�ediction initiale de l' �etat :

p(� 1jI ) =
Z

p(� 1j� 0I ) p(� 0jI ) d� 0

=
Z

N (� 1;� 0:� 0;Q0) N (� 0;�̂ 0) d� 0

p(� 1jI ) = N (� 1;� 0:�̂ 0;Q0 + � 0:P0:� T
0 )

On posedonc

p(� 1jI ) = N (� 1;�̂ �
1 ;P �

1 )

avec

8
>>><

>>>:

�̂ �
1 = � 0:�̂ 0

P �
1 = Q0 + � 0:P0:� T

0

{ Pr�ediction initiale de la mesure:

p(v1jI ) =
Z

p(v1j� 1I ) p(� 1jI ) d� 1

=
Z

N (v1;X 1:� 1;R1) N (� 1;�̂ �
1 ;P �

1 ) d� 1

p(v1jI ) = N (v1;X 1:�̂ �
1 ;R1 + X 1:P �

1 :X T
1 )

On posedonc

p(v1jI ) = N (v1;v̂�
1 ;S1)

avec

8
>>><

>>>:

v̂�
1 = X 1:�̂ �

1

S1 = R1 + X 1:P �
1 :X T

1

{ Estimation de l' �etat :

p(� 1jv1I ) =
p(� 1jI )
p(v1jI )

p(v1j� 1I ) =
N (� 1;�̂ �

1 ;P �
1 )

N (v1;v̂�
1 ;S1)

N (v1;X 1:� 1;R1)

Un produit de gaussiennes�etant une gaussienne,on notera

p(� 1jv1I ) = N (� 1;�̂ 1;P1)

L'identi�cation de �̂ 1 et P1 n'est pas triviale et serafaite plus loin.
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On voit par r�ecurrenceque toutes lesdensit�esde probabilit �e n�ecessairessont gaussiennes,et
l'on note:

{ Pr�ediction de l' �etat :

p(� t+1 jVt I ) = N (� t+1 ;�̂ �
t+1 ;P �

t+1 )

avec

8
>>><

>>>:

�̂ �
t+1 = � t :�̂ t

P �
t+1 = Qt + � t :Pt :� T

t

{ Pr�ediction de la mesure:

p(vt+1 jVt I ) = N (vt+1 ;v̂�
t+1 ;St+1 )

avec

8
>>><

>>>:

v̂�
t+1 = X t+1 :�̂ �

t+1

St+1 = Rt+1 + X t+1 :P �
t+1 :X T

t+1

{ Estimation de l' �etat :
p(� t+1 jVt+1 I ) = N (� t+1 ;�̂ t+1 ;Pt+1 )

5.3.2 Calcul du gain et de la covariance

Il reste �a calculer la moyenne �̂ t+1 et la covariance Pt+1 �a partir de la relation

p(� t+1 jVt+1 I ) =
p(� t+1 jVt I )
p(vt+1 jVt I )

p(vt+1 j� t+1 I )

ou

N (� t+1 ;�̂ t+1 ;Pt+1 ) =
N (� t+1 ;�̂ �

t+1 ;P �
t+1 )

N (vt+1 ;v̂�
t+1 ;St+1 )

N (vt+1 ;X t+1 :�̂ t+1 ;Rt+1 )

Nous oublierons l'indice (t + 1) dans les calculs �a suivre.

(� � �̂ )T :P � 1:(� � �̂ ) = (� � �̂ � )T :P � 1:(� � �̂ � ) + (v � X :� )T :R� 1:(v � X :� )

� (v � v� )T :S� 1:(v � v� )

On pose

8
>>><

>>>:

� � = � � �̂ �

� v = v � v�

Alors v � X :� = � v � X :� � , et donc

(� � �̂ )T :P � 1:(� � �̂ ) = � � T :P � 1:� � + (� v � X :� � )T :R� 1:(� v � X :� � )

� � vT :S� 1:� v

Cette derni�ere expressionsemble indiquer que (� � �̂ ) doit être une combinaison lin�eaire de � �
et de � v (ce que nous devrons v�eri�er par la suite). On posedonc:

� � �̂ = � � � K :� v
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o�u K est une matrice (\le gain du �ltre de Kalman") �a d�eterminer.

(� � �̂ )T :P � 1:(� � �̂ ) = � � T :P � 1:� � � � � T :P � 1:K :� v

� � vT :K T :P � 1:� � + � vT :K T :P � 1:K :� v

(� � �̂ )T :P � 1:(� � �̂ ) = � � T :[(P � )� 1 + X T :R� 1:X ]:� � � � � T :X T :R� 1:� v

� � vT :R� 1:X :� � + � vT :[R� 1 � S� 1]:� v

On en tire le syst�emed'�equations:
8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

P � 1 = (P � )� 1 + X T :R� 1:X (a)

P � 1:K = X T :R� 1 (b)

K T :P � 1 = R� 1:X (c)

K T :P � 1:K = R� 1 � S� 1 (d)

X T :(d) ) X T :K T :P � 1:K = X T :R� 1 � X T :S� 1

(b) ) X T :K T :P � 1:K = P � 1:K � X T :S� 1

(c) ) X T :R� 1:X :K = P � 1:K � X T :S� 1

(a) ) X T :R� 1:X :K = (P � )� 1:K + X T :R� 1:X :K � X T :S� 1

donc (P � )� 1:K = X T :S� 1, ou

K = P � :X T :S� 1

De plus
(a) et (b) ) P � 1 = (P � )� 1 + P � 1:K :X

donc P � 1:(I d � K :X ) = (P � )� 1, soit

P = (I d � K :X ):P �

Il reste �a v�eri�er queK et P ainsi obtenus sont bien solutions de l'identit �e de d�epart. Il su�t
de v�eri�er que les expressionsobtenuespour K et P impliquent (a), (b), (c) et (d).

{ (b) :

P:X T � K :R = (I d � K :X ):P � :X T � K :R d�e�nition de P

= P � :X T � K :(X :P � :X T + R)

= P � :X T � K :S d�e�nition de S

P:X T � K :R = 0 d�e�nition de K

donc P � 1:K = X T :R� 1.
{ (c) : Il su�t de transposer(b), comptetenu du fait queP et R sont desmatricessym�etriques

par d�e�nition.
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{ (a) :

P � 1:(I d � K :X ) = (P � )� 1 d�e�nition de P

P � 1 � (P � 1:K ):X = (P � )� 1

P � 1 = X T :R� 1:X + (P � )� 1 d'apr�es(b)

{ (d) :

K T :P � 1:K = R� 1:X :K d'apr�es(b)

= R� 1:(X :P � :X T ):S� 1 d�e�nition de K

= R� 1:(S � R):S� 1 d�e�nition de S

K T :P � 1:K = R� 1 � S� 1

5.3.3 R�esum�e et commen taires

Les matrices de covariance dont on suit l' �evolution au cours du temps, P �
t , St et Pt (qu'il

faut �evaluer dans cet ordre), ne d�ependent pas des donn�eesVt que l'on accumule au cours de
l' �evolution du syst�eme; elles ne d�ependent que des mod�eles (X t , Rt , � t , Qt ) et des donn�ees
initiales (P0).

Cette remarque rejoint celle sur le �ltrage adaptatif (page 5.1.3): c'est l'absence d'une
d�ependancedes covariances sur l' �etat du syst�eme ou sur les mesuresqui emp̂eche que le �l-
trage soit adaptatif, mais qui rend la r�esolution analytique pr�ec�edente possible.Si par exemple
X t , Rt , � t ou Qt d�ependait de � t , la propri �et�e de stabilit �e des gaussiennesne pourrait être
employ�ee.

P �
t , St et Pt ne d�ependant pas des donn�eesacquisesau cours de l' �evolution, cesmatrices

peuvent être calcul�eespar avance (hors ligne), ce qui repr�esente un all�egement important des
calculs n�ecessairesen temps r�eel. La question se posealors de savoir si cesmatrices de cova-
riance tendent versune limite (stabilit �e), si ellesoscillent, ou si ellesdivergent (instabilit �e: notre
con�ance dansl'estimation va en s'amenuisant). Il est en g�en�eral tr �esdi�cile de r�epondre �a cette
question mêmedans descassimples,car les �equations de Kalman sont fortement coupl�ees.

5.4 Solution des moindres carr �es

Nous avons discut�e pr�ec�edemment le choix de l'estimateur. Dans le casgaussien,les crit �eres
MAP (maximum a posteriori ) et MC (moindres carr�es) conduisent au même estimateur : la
moyenne de la distribution. La covariance des moindres carr�es est �egalement dans ce cas la
covariance de la distribution gaussienne.

Nous nous pla�cons ici hors de l'hypoth�esegaussienne,et nous cherchons �a d�eterminer le
�ltrage de Kalman pour desdistributions quelconques,caract�eris�eesseulement par leur moyenne
et leur covariance,pour l'estimateur desmoindrescarr�es.Cette �etude, nousle verrons,redonnera
exactement les r�esultats du casgaussientrait �e pr�ec�edemment.

Les mod�elesde mesuresont sp�eci� �esau secondordre:

p(vt j� t I ) = f t (vt ;x(t;� t );r (t;� t ))
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Mod�ele lin�eaire de mesure

p(vt j� t I ) = N (vt ;X t :� t ;Rt )

X t matrice m � n

Rt matrice m � m

Mod�ele lin�eaire d'�evolution

p(� t+1 j� t I ) = N (� t+1 ;� t :� t ;Qt )

� t matrice n � n

Qt matrice n � n

Conditions initiales

p(� 0jI ) = N (� 0;�̂ 0;P0)

P0 matrice n � n

Pr�ediction de l' �etat

p(� t+1 jVt I ) = N (� t+1 ;�̂ �
t+1 ;P �

t+1 )

�̂ �
t+1 = � t :�̂ t vecteur n

P �
t+1 = Qt + � t :Pt :� T

t matrice n � n

Pr�ediction de la mesure

p(vt+1 jVt I ) = N (vt+1 ;v̂�
t+1 ;St+1 )

v̂�
t+1 = X t+1 :�̂ �

t+1 vecteur m

St+1 = Rt+1 + X t+1 :P �
t+1 :X T

t+1 matrice m � m

Estimation de l' �etat

p(� t+1 jVt+1 I ) = N (� t+1 ;�̂ t+1 ;Pt+1 )

�̂ t+1 = �̂ �
t+1 + K t+1 :(vt+1 � v̂�

t+1 ) = (I d � K t+1 :X t+1 ):�̂ �
t+1 + K t+1 :vt+1 vecteur n

K t+1 = P �
t+1 :X T

t+1 :S� 1
t+1 matrice n � m

Pt+1 = (I d � K t+1 :X t+1 ):P �
t+1 matrice n � n

Tab. 5.1 { Filtr agede Kalman dans le cas lin�eaire gaussien.
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o�u x(t;� t ) (vecteur de Rm ) est la moyenneet r (t;� t ) (matrice carr�eede Rm� m ) la covariance, et

p(� t+1 j� t I ) = gt (� t+1 ;' (t;� t );q(t;� t ))

o�u ' (t;� t ) (vecteur de Rn ) est la moyenneet q(t;� t ) (matrice carr�eede Rn� n ) la covariance. De
même, la condition initiale est que p(� 0jI ) a pour moyenne �̂ 0 et covariance P0.

5.4.1 Pr �ediction de l' �etat

On a par d�e�nition
8
>><

>>:

�̂ t = < � t > Vt I =
Z

� t p(� t jVt I ) d� t

Pt = < (� t � �̂ t ):(� t � �̂ t )T > Vt I =
Z

(� t � �̂ t ):(� t � �̂ t )T p(� t jVt I ) d� t

�̂ t et Pt sont a priori desfonctions desdonn�eesjusqu'�a l'instant t et desdonn�eesinitiales (I ).
Cherchons tout d'abord :

8
>>>>><

>>>>>:

�̂ �
t+1 = < � t+1 > Vt I =

Z
� t+1 p(� t+1 jVt I ) d� t+1

P �
t+1 = < (� t+1 � �̂ �

t+1 ):(� t+1 � �̂ �
t+1 )T > Vt I

=
Z

(� t+1 � �̂ �
t+1 ):(� t+1 � �̂ �

t+1 )T p(� t+1 jVt I ) d� t+1

Puisque p(� t+1 jVt I ) =
Z

p(� t+1 j� t I ) p(� t jVt I ) d� t ,

Z
(:) p(� t+1 jVt I ) d� t+1 =

Z
p(� t jVt I ) d� t

Z
(:) p(� t+1 j� t I ) d� t+1

d'o�u l'on tire :

�̂ �
t+1 =

Z
' (t;� t ) p(� t jVt I ) d� t

soit l'esp�erance(conditionnelle) de ' (t;� t ). En fait, puisqu'on ne connait p(� t jVt I ) qu'au second
ordre, on est bien incapable d'�evaluer cette int�egrale,sauf dans le casdu mod�ele lin�eaire, c'est-
�a-dire si ' (t;� t ) = � t :� t , auquel cason trouve commedans le casgaussien:

�̂ �
t+1 = � t :�̂ t

�Ecrivons � t+1 � �̂ �
t+1 = (� t+1 � ' (t;� t )) � (�̂ �

t+1 � ' (t;� t )), alors
Z

(� t+1 � �̂ �
t+1 ):(� t+1 � �̂ �

t+1 )T p(� t+1 j� t I ) d� t+1 = q(t;� t ) + (�̂ �
t+1 � ' (t;� t )) :(�̂ �

t+1 � ' (t;� t ))T

et donc

P �
t+1 =

Z
q(t;� t ) p(� t jVt I ) d� t +

Z
(�̂ �

t+1 � ' (t;� t )) :(�̂ �
t+1 � ' (t;� t ))T p(� t jVt I ) d� t

Ici encore,on ne sait pas en g�en�eral �evaluer cesint�egrales,sauf dans le cas lin�eaire, c'est-�a-dire
si ' (t;� t ) = � t :� t et q(t;� t ) = Qt , et on retrouve alors la solution lin�eaire gaussienne:

P �
t+1 = Qt + � t :Pt :� T

t
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En e�et,
Z

q(t;� t ) p(� t jVt I ) d� t = Qt

et
Z

(�̂ �
t+1 � ' (t;� t )) :(�̂ �

t+1 � ' (t;� t ))T p(� t jVt I ) d� t

= � t :
� Z

(�̂ t � � t ):(�̂ t � � t )T p(� t jVt I ) d� t

�
:� T

t

= � t :Pt :� T
t

5.4.2 Pr �ediction de la mesure

Cherchons maintenant :

8
>>>>><

>>>>>:

v̂�
t+1 = < vt+1 > Vt I =

Z
vt+1 p(vt+1 jVt I ) dvt+1

St+1 = < (vt+1 � v̂�
t+1 ):(vt+1 � v̂�

t+1 )T > Vt I

=
Z

(vt+1 � v̂�
t+1 ):(vt+1 � v̂�

t+1 )T p(vt+1 jVt I ) dvt+1

Puisque p(vt+1 jVt I ) =
Z

p(vt+1 j� t+1 I ) p(� t+1 jVt I ) d� t+1 ,

Z
(:) p(vt+1 jVt I ) dvt+1 =

Z
p(� t+1 jVt I ) d� t+1

Z
(:) p(vt+1 j� t+1 I ) dvt+1

d'o�u l'on tire :

v̂�
t+1 =

Z
x(t + 1;� t+1 ) p(� t+1 jVt I ) d� t+1

que l'on sait calculer dans le cas du mod�ele lin�eaire, c'est-�a-dire si x(t + 1;� t+1 ) = X t+1 :� t+1 ,
auquel cason trouve commedans le casgaussien:

v̂�
t+1 = X t+1 :�̂ �

t+1

�A partir de vt+1 � v̂�
t+1 = (vt+1 � x(t + 1;� t+1 )) � (v̂�

t+1 � x(t + 1;� t+1 )), on montre comme
pr�ec�edemment :

St+1 =
Z

r (t + 1;� t+1 ) p(� t+1 )jVt I ) d� t+1

+
Z

(v̂�
t+1 � x(t + 1;� t+1 )) :(v̂�

t+1 � x(t + 1;� t+1 ))T p(� t+1 jVt I ) d� t+1

Et dans le cas lin�eaire, on retrouve alors la solution lin�eaire gaussienne:

St+1 = Rt+1 + X t+1 :P �
t+1 :X T

t+1
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5.4.3 Estimation de l' �etat

Il faut maintenant calculer:
8
>><

>>:

�̂ t = < � t > Vt I =
Z

� t p(� t jVt I ) d� t

Pt = < (� t � �̂ t ):(� t � �̂ t )T > Vt I =
Z

(� t � �̂ t ):(� t � �̂ t )T p(� t jVt I ) d� t

sachant que

p(� t jVt I ) =
p(� t jVt � 1I )
p(vt jVt � 1I )

p(vt j� t I )

Remarque : Pour utiliser un calcul du type de celui employ�e pour la pr�ediction de l' �etat et de
la mesure,il faudrait connâ�tre la d�ependancede �̂ t et Pt avec vt :

Z
(:) p(� t jVt I ) d� t =

1
p(vt jVt � 1I )

Z
(:) p(� t jVt � 1I ) p(vt j� t I ) d� t

or cette identit �e fait apparâ�tre une int�egration coupl�eedans le membre de droite. Pour �eliminer
ce couplage,il faut int�egrer de plus sur vt :

Z
p(vt jVt � 1I ) dvt

Z
(:) p(� t jVt I ) d� t =

Z
p(� t jVt � 1I ) d� t

Z
(:) p(vt j� t I ) dvt

Hyp oth �ese de lin �earit �e de l'estimation : Nous avons vu lors de la r�esolution du caslin�eaire
gaussienque l'estimation de l' �etat d�ependait lin�eairement desdonn�ees:

�̂ t = �̂ �
t + K t :(vt � v̂�

t )

�̂ �
t et v̂�

t ne d�ependaient alors que de Vt � 1 (donn�eesjusqu'�a l'instant t � 1), et K t ne d�ependait
pas desdonn�ees:

�̂ t = (I d � K t :X t ):�̂
�
t| {z }

d�epend de Vt � 1

+ K t :vt| {z }
d�epend de vt

avec �̂ �
t = � t � 1:�̂ t � 1, donc

�̂ t = (I d � K t :X t ):� t � 1:�̂ t � 1 + K t :vt

Par r�ecurrence,on voit que l'estim�eede l' �etat d�epend lin�eairement desdonn�eesdans l'hypoth�ese
lin�eaire gaussienne.

Il est logique (mais arbitraire) de supposercette propri �et�e de lin�earit�e de l'estim�ee avec les
donn�eesvraie �egalement dans le casdesmoindrescarr�es.C'est ceque noussupposerons�a partir
de maintenant a�n de pouvoir poursuivre le calcul.

Orthogonalit �e des inno vations : Soit l'innovation �a l'instant t,

� vt
:= vt � v�

t ;

avec
v�

t =
Z

vt p(vt jVt � 1I ) dvt
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On a donc: Z
(vt � v�

t ) p(vt jVt � 1I ) dvt = 0

Soit t0 < t, on a encore(puisque vt0 est contenu dans Vt � 1) :
Z

(vt0 � v�
t0 ):(vt � v�

t )T p(vt jVt � 1I ) dvt = 0

et donc
< � vT

t0:� vt > Vt � 1 I = 0

En utilisant la notion de produit scalairede vecteursal�eatoirescentr �es,on voit donc que � v t0 ?
� vt au sensde la probabilit �e conditionnelle par rapport �a Vt � 1I .

Soient ev[Vt � 1] := \sous-espacevectoriel engendr�e par la famille � v1 : : : � vt � 1", et ev[vt ]
:=

\sous-espacevectoriel engendr�e par � vt ". Ces deux sous-espacesvectoriels sont orthogonaux,
de dimension respective t � 1 et 1, et forment une sommedirecte:

ev[Vt ] = ev[Vt � 1] � ev[vt ]

Cette propri �et�e conduit �a supposerune fois de plus la forme:

�̂ t = �̂ �
t + K t :� vt

Calcul du gain : Z
(� t � �̂ t ):vT

t p(� t jVt I ) d� t = 0

car Vt contient vt . Puisque

p(� t jVt I ) =
p(� t jVt � 1I )
p(vt jVt � 1I )

p(vt j� t I )

il vient donc Z
(� t � �̂ t ):vT

t p(� t jVt � 1I ) p(vt j� t I ) d� t = 0

En int�egrant de plus sur vt :
Z

p(� t jVt � 1I ) d� t

Z
(� t � �̂ t ):vT

t p(vt j� t I ) dvt = 0

Or
(� t � �̂ t ):vT

t = (� t � �̂ �
t ):vT

t � K t :vt :vT
t + K t :X t :�̂ �

t :vT
t

L'in t�egration sur vt donne:

(� t � �̂ �
t ):(X t :� t )T � K t :(Rt + X t :� t :� T

t :X T
t ) + K t :X t :�̂ �

t :� T
t :X T

t

ou

(� t � �̂ �
t ):(� t � �̂ �

t )T :X T
t + (� t � �̂ �

t ):(X t :�̂ �
t )T

� K t :Rt � K t :X t :(� t � �̂ �
t ):(� t � �̂ �

t )T :X T
t � K t :X t :(� t � �̂ �

t ):(X t :�̂ �
t )T

L'in t�egration sur � t donne:

P �
t :X T

t � K t :Rt � K t :X t :P �
t :X T

t = P �
t :X T

t � K t :St = 0
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Et on retrouve bien le r�esultat du calcul fait dans le casgaussien:

K t = P �
t :X T

t :S� 1
t

Calcul de la covariance de l'estimation :

Pt =
Z

(� t � �̂ t ):(� t � �̂ t )T p(� t jVt I ) d� t

avec

p(� t jVt I ) =
p(� t jVt � 1I )
p(vt jVt � 1I )

p(vt j� t I )

d'o�u l'on d�eduit
Z

Pt p(vt jVt � 1I ) dvt =
Z

p(� t jVt � 1I ) d� t

Z
(� t � �̂ t ):(� t � �̂ t )T p(vt jVt � 1I ) dvt

car Pt peut a priori d�ependre de vt . Il faut donc supposerque Pt ne d�epend pas de vt (ce qui
s'introduisait naturellement dans le casgaussien)pour pouvoir poursuivre le calcul. �Ecrivons:

(� t � �̂ t ):(� t � �̂ t )T = (( I d � K t :X t ):� � t � K t (vt � X t :� t )) :(( I d � K t :X t ):� � t � K t (vt � X t :� t ))T

avec
� � t = � t � � �

t

L'in t�egration sur vt donne:

Pt =
Z

p(� t jVt � 1I ) d� t

h
(I d � K t :X t ):� � t :� � T

t :(I d � K t :X t )T + K t :Rt :K T
t

i

L'in t�egration sur � t donne:

Pt = (I d � K t :X t ):P �
t :(I d � K t :X t )T + K t :Rt :K T

t

Or
K t = P �

t :X T
t :(Rt + X t :P

�
t :X T

t )� 1

donc
K t :Rt = (I d � K t :X t ):P �

t :X T
t

et
K t :Rt :K T

t = (I d � K t :X t ):P �
t :(K t :X t )T

donc au �nal on retrouve la forme obtenue dans le cas lin�eaire gaussien:

Pt = (I d � K t :X t ):P �
t

On peut noter que l'expressionde Pt trouv�eeplus haut :

Pt = (I d � K t :X t ):P �
t :(I d � K t :X t )T + K t :Rt :K T

t

bien qu'elle paraisseplus compliqu�ee permet en pratique un calcul num�erique plus pr�ecis, car
la forme mêmede l'expressiond�e�nit une matrice sym�etrique. Si la matrice Pt doit être �evalu�ee
pour de nombreusesvaleursde t, leserreursqui s'accumulent au coursdu calcul r�ecursif risquent
de poserdesprobl�emesde pr�ecision.Les erreurs commisessur le calcul de K t , qui supposeune
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inversion de la matrice St , n'in terviendront qu'au secondordre dans l'expression sym�etrique
alors qu'elles interviennent au premier ordre dans l'expressioncompacte.On peut noter que les
expressionsservant �a calculer St et P �

t pr�esentent �egalement une forme sym�etrique.

Justi�cation de la forme de �̂ t : Nous avons suppos�e la forme �̂ t = �̂ �
t + K t :� vt , o�u �̂ �

t 2
ev[Vt � 1] et K t :� vt 2 ev[� vt ]. En fait, nous n'avons pas montr �e qu'il fallait prendre �̂ �

t comme
projection de �̂ t sur ev[Vt � 1]. On peut justi�er ce choix en pr�ecisant le calcul de Pt pr�ec�edent.
Posons�̂ t = � + K t :� vt , avec � 2 ev[Vt � 1]. Alors

� t � �̂ t = (I d � K t :X t ):� � t � K t (vt � X t :� t ) � (� � �̂ �
t )

En reprenant le calcul de Pt on voit que

Pt = (I d � K t :X t ):P �
t +

Z
p(� t jVt � 1I ) d� t

Z
p(vt jVt � 1I ) dvt (� � �̂ �

t ):(� � �̂ �
t )T

ou puisque ni � ni �̂ �
t ne d�ependent de � t ou dvt

Pt = (I d � K t :X t ):P �
t + (� � �̂ �

t ):(� � �̂ �
t )T

La valeur minimale du crit �ere desmoindres carr�es ( := Tr Pt ) est donc atteinte pour � = �̂ t .

5.5 Solution appro ch�ee du cas g�en�eral

5.5.1 Mo d�ele lin �eaire g�en�eralis �e

Nous modi�ons l�eg�erement le mod�ele lin�eaire de la page5.1.5 de la fa�con suivante :

mod�ele de mesure

x(t;� t ) = X t :� t + x t

r (t;� t ) = Rt

mod�ele d'�evolution

' (t;� t ) = � t :� t + ' t

q(t;� t ) = Qt

o�u ' t et x t sont des vecteurs de dimensionsrespectives n et m ne d�ependant que du temps t
(mais plus de � t ). Comment est modi� �eela solution lin�eairegaussienne(ou lin�eairedesmoindres
carr�es)?

Nous allons modi�er l�eg�erement une propri �et�e vue pr�ec�edemment :
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Propri �et �e 5.3 (Propagation du caract �ere gaussien (2) )

Soient � et � deux vecteurs al�eatoires. � est un vecteur al�eatoire gaussien �a n
composantes,de moyenneq (vecteur de dimension n) et de covariance C (matrice
n � n), soit p(� ) = N (�;q ;C). Le vecteur al�eatoire � est de dimension m, et tel que
p(� j� ) = N (� ;A:� + a;B), avec A une matrice m � n, B une matrice m � m, et a
un vecteur de dimension m.
Alors � est un vecteur al�eatoire gaussien:

p(� ) =
Z

N (� ;A:� + a;B) N (�;q ;C) d� = N (� ;A:q + a;A:C:AT + B )

On obtient alors de fa�con presque imm�ediate le �ltrage de Kalman dans le cas lin�eaire
gaussieng�en�eralis�e r�esum�e par la table 5.2.

5.5.2 Appro ximation au premier ordre du mod�ele

Nous nous pla�cons toujours dans le cadre des mod�elesdu secondordre pour la mesureet
l' �evolution du syst�eme.Ceux-ci sont donc sp�eci� �espar x(t;� t ), r (t;� t ), ' (t;� t ) et q(t;� t ). On peut
obtenir une solution approch�ee du �ltrage de Kalman dans ce cas en lin�earisant moyenneset
covariancesautour despr�edictions et estimations obtenues �a chaque �etape, et se ramener ainsi
au cas lin�eaire g�en�eralis�e. Reprenonsles di� �erentes �etapes.

Pr �ediction de l' �etat du syst �eme au temps t + 1 : De l' �etape pr�ec�edente du �ltrage (estima-
tion au temps t), on connâ�t la valeur de �̂ t . On poseen d�eveloppant au premier ordre autour
de �̂ t :

' (t;� t ) = ' (t; �̂ t ) + r ' (t; �̂ t ):(� t � �̂ t ) (+ termes du secondordre)

o�u r ' (t; �̂ t ) est la matrice desd�eriv�eespartielles d�e�nie par :

r ' (t; �̂ t )
:=

0

B
B
B
B
B
B
@

@' 1

@(� t )1
(t; �̂ t ) � � �

@' 1

@(� t )n
(t; �̂ t )

...
...

@' n

@(� t )1
(t; �̂ t ) � � �

@' n

@(� t )n
(t; �̂ t )

1

C
C
C
C
C
C
A

on a donc
' (t;� t ) � � t :� t + ' t

avec 8
><

>:

� t = r ' (t; �̂ t )

' t = ' (t; �̂ t ) � r ' (t; �̂ t ):�̂ t

On prend de plus en d�eveloppant �a l'ordre 0 la covariance:

Qt � q(t; �̂ t )
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Mod�ele lin�eaire de mesure

p(vt j� t I ) = N (vt ;X t :� t + x t ;Rt )

x t vecteur m

X t matrice m � n

Rt matrice m � m

Mod�ele lin�eaire d'�evolution

p(� t+1 j� t I ) = N (� t+1 ;� t :� t + ' t ;Qt )

' t vecteur n

� t matrice n � n

Qt matrice n � n

Conditions initiales

p(� 0jI ) = N (� 0;�̂ 0;P0)

P0 matrice n � n

Pr�ediction de l' �etat

p(� t+1 jVt I ) = N (� t+1 ;�̂ �
t+1 ;P �

t+1 )

�̂ �
t+1 = � t :�̂ t + ' t vecteur n

P �
t+1 = Qt + � t :Pt :� T

t matrice n � n

Pr�ediction de la mesure

p(vt+1 jVt I ) = N (vt+1 ;v̂�
t+1 ;St+1 )

v̂�
t+1 = X t+1 :�̂ �

t+1 + x t vecteur m

St+1 = Rt+1 + X t+1 :P �
t+1 :X T

t+1 matrice m � m

Estimation de l' �etat

p(� t+1 jVt+1 I ) = N (� t+1 ;�̂ t+1 ;Pt+1 )

�̂ t+1 = �̂ �
t+1 + K t+1 :(vt+1 � v̂�

t+1 ) = (I d � K t+1 :X t+1 ):�̂ �
t+1 + K t+1 :vt+1 vecteur n

K t+1 = P �
t+1 :X T

t+1 :S� 1
t+1 matrice n � m

Pt+1 = (I d � K t+1 :X t+1 ):P �
t+1 matrice n � n

Tab. 5.2 { Filtr agede Kalman dans le cas lin�eaire gaussieng�en�eralis�e.
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�A partir de cette approximation, on obtient alors:
8
><

>:

�̂ �
t+1 = � t :�̂ t + ' t = ' (t; �̂ t )

P �
t+1 = Qt + � t :Pt :� T

t = q(t; �̂ t ) + r ' (t; �̂ t ):Pt :r ' (t; �̂ t )T

Pr �ediction de la mesure au temps t + 1 : De l' �etape pr�ec�edente, on connâ�t la valeur de
�̂ �

t+1 . On poseen d�eveloppant au premier ordre autour de �̂ �
t+1 :

x(t + 1;� t+1 ) = x(t + 1;�̂ �
t+1 ) + r x(t + 1;�̂ �

t+1 ):(� t+1 � �̂ �
t+1 ) (+ termes du secondordre)

o�u r x(t + 1;�̂ �
t+1 ) est la matrice desd�eriv�eespartielles d�e�nie par :

r x(t + 1;�̂ �
t+1 ) :=

0

B
B
B
B
B
B
@

@x1

@(� t+1 )1
(t + 1;�̂ �

t+1 ) � � �
@x1

@(� t+1 )n
(t + 1;�̂ �

t+1 )

...
...

@xn

@(� t+1 )1
(t + 1;�̂ t+1 ) � � �

@xn

@(� t+1 )n
(t + 1;�̂ t+1 )

1

C
C
C
C
C
C
A

on a donc
x(t + 1;� t+1 ) � X t+1 :� t+1 + x t+1

avec 8
><

>:

X t+1 = r x(t + 1;�̂ �
t+1 )

x t+1 = x(t + 1;�̂ �
t+1 ) � r x(t + 1;�̂ �

t+1 ):�̂ �
t+1

On prend de plus en d�eveloppant �a l'ordre 0 la covariance:

Rt+1 � r (t + 1;�̂ �
t+1 )

�A partir de cette approximation, on obtient alors:
8
><

>:

v̂�
t+1 � X t+1 :�̂ �

t+1 + x t+1 = x(t + 1;�̂ �
t+1 )

St+1 � Rt + X t+1 :P �
t+1 :X T

t+1 = r (t + 1;�̂ �
t+1 ) + r x(t + 1;�̂ �

t+1 ):Pt :r x(t + 1;�̂ �
t+1 )T

Estimation de l' �etat au temps t + 1 : �A partir desr�esultats desapproximations pr�ec�edentes,
on peut �ecrire simplement :

�̂ t+1 = �̂ �
t+1 + K t+1 :(vt+1 � v̂�

t+1 ) = ' (t; �̂ t ) + K t+1 :(vt+1 � x(t + 1;�̂ �
t+1 ))

avec
K t+1 = P �

t+1 :X T
t+1 :S� 1

t+1

et
Pt+1 = (I d � K t+1 :X t+1 ):P �

t+1

o�u P �
t+1 , X t+1 et St+1 ont �et�e obtenuespr�ec�edemment.

On voit donc que l' �evaluation des matrices des d�eriv�eespartielles est n�ecessairepour l'ob-
tention des matrices de covariance et du gain du �ltre de Kalman. Ces matrices d�ependent
maintenant des donn�eesacquisesau cours de l' �evolution (�a travers �̂ t et �̂ �

t+1 ), ce qui interdit
leur calcul par avance.
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5.6 Compl �ements

exemple - 5.3 Cas scalaire : �etude de la stabilit �e

On supposeque l' �etat et la mesuresont des scalaires,et que les mod�elesde mesureet d'�evolution
sont lin�eaireset ind�ependants du temps, c'est-�a-dire que X t = X 2 R, � t = � 2 R, Rt = R 2 R et
Qt = Q 2 R. On pose 8

<

:

a = � 2=Q

b = X 2=R

de sorte que 8
<

:

P �
t +1 = Q + � :Pt :� = Q(aPt + 1)

St +1 = R + X :P �
t +1 :X = R(bP�

t +1 + 1)

{ Gain :

K t +1 =
P �

t +1 :X
St +1

=
X
R

(aPt + 1)
(bP�

t +1 + 1)

=
X Q
R

(aPt + 1)
(b(aPt + 1) + 1)

=
bQ
X

(aPt + 1)
Qb(aPt + 1) + 1

K t +1 =
1
X

(aPt + 1)
(aPt + 1) + 1

Qb

{ Covariance de l'estimation :

Pt +1 = (1 � K t +1 X )P �
t +1

= Q

 

1 �
(aPt + 1)

(aPt + 1) + 1
Qb

!

(aPt + 1)

Pt +1 =
1
b

(aPt + 1)
(aPt + 1) + 1

Qb

et
P � 1

t +1 = b+
1
Q

1
aPt + 1

et donc
Pt

Pt +1
= bPt +

1
Q

Pt

aPt + 1

Si Pt tend vers une limite, not�eeP1 , celle-ci doit v�eri�er :

bP1 +
1
Q

P1

aP1 + 1
= 1

P1 est donc racine du polynôme du seconddegr�e

abQP2
1 + (1 + bQ� aQ)P1 � Q = 0

dont le discriminant est positif (� = (1 + bQ� aQ)2 + 4abQ2), et donc

P1 =

p
� � (1 + bQ� aQ)

2abQ
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1

Pt

Pt+1

Pt

P1

(pente b)

1
Qa

(pente b+ 1=Q)

Fig. 5.5 { Attracteur.

(l'autre racine est n�egative).
�

Pt +1

Pt

�
est une fonction strictement d�ecroissante de Pt , donc si Pt > P1 ,

alors Pt +1 < Pt , et si Pt < P1 , alors Pt +1 > Pt . P1 est attracteur.

exer cice - 5.1 Filtrage de Kalman �etendu

On rappelle les�equationsde lin�earisation du mod�elede mesurepour la solution approch�eedu �ltrage
de Kalman : 8

<

:

X t = r x(t; �̂ �
t )

v̂�
t = x(t; �̂ �

t )

ainsi que l' �equation pour la moyennede l'estimation de l' �etat du syst�eme:

�̂ t = ' (t; �̂ t � 1) + K t :(vt � x(t; �̂ �
t ))

On seproposede remplacer les�etapesde pr�ediction de la mesureet d'estimation de l' �etat par l'algorithme
it �eratif suivant :

yk+1 = ' (t; �̂ t � 1) + (K t )k :(vt � x(t;yk ))

avec

8
>>><

>>>:

(X t )k = r x(t;yk )

(St )k = Rt + (X t )k :P �
t :(X t )T

k

(K t )k = P �
t :(X t )T

k :(St )� 1
k

condition initiale : y0 = ' (t; �̂ t � 1) = �̂ �
t

condition d'arr êt : yk+1 = yk

Que permet d'obtenir cet algorithme (quel sensdonner �a la limite de la suite (yk ) quand k tend vers
l'in�ni) ?
Quel est l'avantage de cet algorithme par rapport aux �etapesclassiquesde pr�ediction de la mesureet de
l'estimation de l' �etat? Son inconv�enient ?
Est-il int�eressant d'employer le même type d'algorithme it �eratif pour remplacer �egalement l' �etape de
pr�ediction de l' �etat?
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R�eponse : La suite (yk ) tend vers une estimation de l' �etat �̂ t telle que

�̂ t = ' (t; �̂ t � 1) + (K t )k :(vt � x(t; �̂ t ))

Il s'agit d'une �equation implicite dans laquelle tout se passecomme si le mod�ele de mesure avait �et�e
d�evelopp�e autour de l'estimation �̂ t au lieu de la pr�ediction �̂ �

t (qui est la condition initiale). On am�eliore
ainsi �a la fois la pr�ediction de la mesure(qui devient x(t; �̂ t )) et l'estimation de l' �etat. L'inconv�enient est
le temps de calcul qui peut être consid�erablement rallong�e.

Il n'est pas int�eressant de remplacer �egalement l' �etape de pr�ediction de l' �etat par un algorithme
it �eratif de ce type, puisque le d�eveloppement du mod�ele d'�evolution est d�ej�a fait autour de l'estimation
�a l'instan t pr�ec�edent �̂ t � 1, et non autour d'une valeur pr�edite.

exer cice - 5.2 Mesure de la polarisation

On mesurel' �etat de polarisation d'une onde plane. On sait que la polarisation est rectiligne, mais
on ne connait ni sa direction, ni la puissancelumineuse.On �ecrit

� =

0

@
a

 

1

A

o�u a est la puissancelumineuseet  l'angle que fait la direction de polarisation avec l'horizontale. Deux
d�etecteurs sont plac�es derri�ere un cube s�eparateur de polarisation et donneraient en l'absencede bruit
d'acquisition v1 = a cos2  et v2 = a sin2  . v1 et v2 sont les composantes du vecteur mesurev,  = 0 en
polarisation � et  = � =2 en polarisation ! .

Polarisation
rectiligne

v2

v1

J

!

PBS

Fig. 5.6 { Exp�erience de mesure de la polarisation.

1. On sait que les bruits de d�etection sont centr �es,et de variancesrespectives � 2
1 et � 2

2 . Justi�er que
les mesuresv1 et v2 sont ind�ependantes. Que vaut p(vj� I ) ?

2. On supposea connu. La polarisation peut être seulement � ou ! (hypoth�esesH 1 et H2), sans
qu'on sache rien a priori sur leur r�epartition. Quelle est la r�egle de choix optimale (au sensdu
MAP) entre H1 et H2 ?
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3. On supposeque � 2
1 = � 2

2 = � 2 et que a est connu. On ne sait rien a priori sur la r�epartition de  
(param�etre continu).
Montrer que

p(� jvI ) / exp
�

�
1

2� 2 f (� )
�

avec
f (� ) = v2

1 + v2
2 + a2(cos4  + sin4  ) � 2a(v1 cos2  + v2 sin2  )

puis que

 ̂ =
1
2

arccos
�

v1 � v2

a

�

4. On reprend la question pr�ec�edente, mais en supposant qu'on ne sait rien a priori sur a. Montrer
que

â =
v1 cos2  ̂ + v2 sin2  ̂

cos4  ̂ + sin4  ̂

o�u  ̂ est solution implicite de l' �equation

v1 � v2 =
v1 cos2  + v2 sin2  

cos4  + sin4  
cos(2 )

Montrer alors que 8
><

>:

tan2  ̂ =
v1

v2

â = v1 + v2

Commenter.
5. On supposeque la polarisation tourne �a la vitesseangulaire constante ! , et que l'in tensit�e a reste

constante. On r�ealiseune acquisition de v1 et v2 �a intervalles de temps r�eguliers� .
�Ecrire lesmod�elesde mesureet d'�evolution (au secondordre statistique) pour le �ltrage de Kalman.
Donner la lin�earisation au premier ordre du �ltrage de Kalman �etendu.

R�eponse
1. Connaissant seulement les moyenneset les variances de v1 et v2, on assignepar le principe du

maximum d'entropie : 8
<

:

p(v1j� I ) = N (v1;a cos2  ;� 2
1 )

p(v2j� I ) = N (v2;a sin2  ;� 2
2)

Il est clair que les moyennessont li �eespuisque a cos2  + a sin2  = a. Cependant puisque les
d�etecteurssont compl�etement d�econnect�es,et querien ne laissesupposerque lesbruit d'acquisition
d�ependent du signal, les mesuresv1 et v2 sont logiquement ind�ependantes3, et donc

p(vj� I ) = p(v1 j� I ) p(v2 j� I )

2. p(H1 jI ) = p(H2jI ) = 1=2 par application du principe d'indi� �erence,donc p(H jvI ) / p(vjH I ). De
plus d'apr�esla question pr�ec�edente

8
<

:

p(vjH1I ) = N (v1;a;� 2
1 ) N (v2;0;� 2

2)

p(vjH2I ) = N (v1;0;� 2
1) N (v2;a;� 2

2 )

3. Atten tion : cette ind�ependanceest logique, pas physique. Elle s'entend du point de vue de l'observateur. Il
ne s'agit pas d'une hypoth�esesur la nature physique des capteurs, mais du mieux que l'on puisse en dire avec
l'information dont on dispose.
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La r�egle de choix au sensdu MAP est de choisir H 1 si p(H1jvI ) > p(H1 jvI ), et H2 sinon; soit
encorechoisir H1 si p(vjH1I ) > p(vjH2I ), et H2 sinon:

N (v1;a;� 2
1 ) N (v2;0;� 2

2) > N (v1;0;� 2
1) N (v2;a;� 2

2 )

exp
�

�
1

2� 2
1

(v1 � a)2
�

exp
�

1
2� 2

1
v2

1

�
> exp

�
�

1
2� 2

2
(v2 � a)2

�
exp

�
1

2� 2
2

v2
2

�

a2 � 2av1

� 2
1

<
a2 � 2av2

� 2
2

v1

� 2
1

�
v2

� 2
2

>
a
2

�
1
� 2

1
�

1
� 2

2

�

En particulier si � 1 = � 2, la r�eglede choix au sensdu MAP sesimpli�e en v1 > v2.
3. De p(vj� I ) = p(v1j� I ) p(v2j� I ) avec � 1 = � 2 = � on d�eduit puisque p(� jI ) est constante :

p(� jvI ) / p(vj� I )

/ N (v1;a cos2  ;� 2) N (v2;a sin2  ;� 2)

/ exp
�

�
1

2� 2 ((v1 � a cos2  )2 + (v2 � a sin2  )2)
�

p(� jvI ) / exp
�

�
1

2� 2 f (� )
�

Puisque
�̂ = Argmax

�
p(� jvI ) = Argmin

�
f (� )

@f (� )
@ 

= a2(� 4sin cos3  + 4cos sin3  ) � 2a(� 2v1 sin  cos + 2v2 sin  cos )

@f (� )
@ 

= � a sin2 (a cos2 � v1 + v2)

et cette d�eriv�ees'annule pour

 ̂ =
1
2

arccos
�

v1 � v2

a

�

4. Le probl�emeest le mêmeque celui de la question pr�ec�edente, mais l'optimisation doit porter sur a
�egalement : 8

><

>:

@f (� )
@a

= 2a(cos4  + sin4  ) � 2(v1 sin2  + v2 sin2  ) = 0
@f (� )

@ 
= � a sin2 (a cos2 � v1 + v2) = 0

La premi�ere �equation donne

â =
v1 cos2  ̂ + v2 sin2  ̂

cos4  ̂ + sin4  ̂

et en injectant cette valeur dans la seconde�equation

v1 � v2 =
v1 cos2  ̂ + v2 sin2  ̂

cos4  ̂ + sin4  ̂
cos(2 ̂ )

Cette derni�ere expressiondonne

(v1 � v2)(cos4  ̂ + sin4  ̂ ) = (v1 cos2  ̂ + v2 sin2  ̂ )(cos2  ̂ � sin2  ̂ )

v1(sin4  ̂ + sin2  ̂ cos2  ̂ ) = v2(cos4  ̂ + sin2  ̂ cos2  ̂ )

v1 sin2  ̂ = v2 cos2  ̂
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donc
tan2  ̂ =

v1

v2

De
â =

v1 � v2

cos(2 ̂ )

et de

cos(2 ̂ ) =
1 � tan2  ̂

1 + tan2  ̂
=

v1 � v2

v1 + v2

on tire
â = v1 + v2

5. Moyennedu mod�ele d'�evolution :

' (t;� t ) = � t +

0

@
0

! �

1

A =

0

@
at

 t + ! �

1

A

donc

� t =

0

@
1 0

0 1

1

A

et

' t =

0

@
0

! �

1

A

Moyennedu mod�ele de mesure:

x(t;� t ) =

0

@
at cos2  t

at sin2  t

1

A

donc

X t = r x(t; �̂ �
t ) =

0

@
cos2  ̂ �

t � at sin2 ̂ �
t

sin2  ̂ �
t at sin2 ̂ �

t

1

A

Touteslesautres quantit �essed�eduisent despr�ec�edentespar uneapplication imm�ediatedesformules
du �ltrage de Kalman �etendu.


