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Av ertissemen t

Le but de ce cours est de preserter une introduction a l'application desmethodesdu traite-
ment du signal, et en particulier de cellesqui font appel aux probabilit es,a I'etude dessystemes
physigues.Les applications concerreessort par exemplele radar, le sonar, le lidar et de facon
generale tous les systemesde mesure,actifs ou non.

En physique, on formule desmodelespermettant de decrire mathematiquemert le comporte-
ment d'un systeme.Cesmodelesincluent le plus souvent desparametresinconnus dont il s'agit
de determiner la valeur, on parle alors d'estimation, ou dependert d'hypothesesentre lesquelles
il faut trancher.

Il estessetiel de remarquer que le resultat de I'estimation d'un parametre ou de la selection
d'une hypothesedepend en partie de l'observateur lui-me&me, c'est-a-dire de celui qui posela
qguestion. En e et, la description que I'observateur peut faire du systeme physique (et non le
systeme physique lui-me&me) depend de la connaissancedont il dispose.C'est pourquoi nous
decrirons la connaissancegue I'observateur a d'un systeme sousla forme d'une probabilit e qui
seratoujours conditionnelle a l'information disponible. Cette description ne serabien sr pas
complete, mais serala meilleure que I'observateur puissefaire sachant ce qu'il sait.

La methode scieni gue nous enseigneque l'experience est seule juge de la qualite d'un
modele. C'est pourquoi les methodes d'estimation d'un parametre ou de selection d'une hy-
potheseque nous decrirons consisteror principalement en une comparaisonprobabiliste de ce
gue prewit le modele et de ce qui est e ectivemen mesure.

Dans le premier chapitre, nous rappelonscertaines proprietesconcernart lesvariables et les
vecteurs aleatoires qui seron utiles pour la suite. Le secondchapitre presere une introduc-
tion a la th eorie logique des probabilit es qui permet de decrire l'information du point de
vue de l'observateur d'un systeme. Le troisieme chapitre exposeles princip esde la th eorie de
la decision, qui tente derepondre a une questiondi cile : commert agir de facon optimale dans
des situations decrites en termes de probabilit es. Dans le quatrieme chapitre, nous aborderons
la theoriedel'estimation de param etres, qui fournit une technique puissarte pour la concep-
tion de systemesde mesuresphysiques(radar, sonar, impulsions lumineuses...).Finalemen, le
cinquieme chapitre proposeraun cas particulier important de I'estimation de parametre, le I-
trage de Kalman , qui est concu pour dessystemesdynamiques(dont les parametres ewluent
au cours du temps).
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Chapitre 1

Vecteurs aleatoires

1.1 Axiomes

La theorie classiquedes probabilit es a ete etablie a partir desaxiomesdits de Kolmogorov,
et est generalemern desigree sousce nom. C'est celle qui est enseigree quasi-exclusivemert en
France, et qui fait I'objet desrappelsde cechapitre. Il faut cependart &tre conscie que cen'est
pas la seulede nition possibled'une theorie des probabilit es.

Denition 1.1 (Espace des epreuv es)
Le triplet ( ;B;P) constitue une experience, ou:
{ estl'espace desepreuves.Un element! 2  estune epreuve (en physique,
le resultat d'une mesue ou d'une experience).
{ B = P() estlensembledes parties de , c'est-a-dire des evenements (B
est donc I'ensembledes questionsque I'on peut se poser sur le resultat d'une
experience). B est une tribu borelienne.

{ P estune mesue sur ( ;B) veriant lesaxiomessuivants:

(A1) p() =1
(A2) 8AB 2B;telsqueA\ B=;;P(A[ B)=P(A)+ P(B)
R

\
(A3) B8A;2B;i2N;telsqueA; A =;;P A = P(A)
i6] i=0 i=0
Par exemplepour un jeu dede, = f1;2;3;4,5;60. Lesepreuwes! 2 sort flg, f2g, f3g,

f4g, f5g et f6g. Les evenemerts sort desparties de  du type f 2;3;59 ou encoref 1;4;5;6g...

Axiome 1.2 (Axiome de la probabilit e conditionnelle )
oy 2 P(A[ B)
P(AjB) = W

Cet axiome n'est pas presen dans toutes les versionsde la theorie des probabilit es dites de
Kolmogorov, suivant les auteurs. La notion de probabilit e conditionnelle est cependart fonda-
mentale en physique, et seraune notion certrale de ce cours.
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Axiome 1.3 (Frequence d'apparition )

La prokabilite d'un evenements'interpr ete physiguementcomme la frequene d'ap-

parition de cet evenement.Si sur N epreuvesl' evenementA apparat N 5 fois, alors:
Na

P(A)= Jlim &

Cet axiome peut paratre unede nition parfaitemert intuitiv e de la mesured'une probabilit e
a partir de mesuresphysiques.ll cortient cependart une di cult e conceptuelletr esforte qui est
liee au passagea la limite. Pour veri er qu'une piecede monnaie donne bien pile ou face avec
une probabilite 1=2, il sut suivant cet axiome de jeter la pieceun nombre tresgrand de fois et
de mesurerles frequencede pile et face. Mais quand doit-on s'arréter? Est-ce que dansun cas
plus complexela probabilite que I'on cherche a mesurerne va pas changer au cours du temps,
donc au cours desexperience® En fait, il estfacile de se corvaincre qu'en physiqueil n'est pas
possiblede realiserune mesureun nombre in ni  de fois en un temps ni. Nous reviendrons sur
cesdi cult esau chapitre suivant.

1.2 Variables aleatoires

De nition 1.4 (Variable aleatoire )
Une variable aleatoire est une fonction X de nie del'espace desepreuves dansR,

X I R
17 X(1)

telle que8x 2 R, l'inegalite X (! )  x de nisse une partie de B notee (X (! ) X)
(cette partie estdonc X (] 1 ;x])).

Denition 1.5 (Fonction de repartition )
La fonction de repartition estde nie a partir dela mesue P sur ( ;B) par

Fx(x) = P(X(!) x);8x2R

Denition 1.6 (Densit e de probabilit €)

= dFx (x)
gx (x) = dx

% by ()dx = P(x X (1)< x+ dx)

px(x) 0;8x2R
4

px (X)dx = 1
R
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De nition 1.7 (Esperance)

Soit f une fonction d'une variable reele. L'esperance de f est de nie par
z z
<f(X)>= f(X()dP(x X(()<x+dx)= f(x)px(x)dx
R

variable reelle.
Cette operation est lineaire, puisque:
<af(X)+ bgX)>=a<f(X)>+b< g(X) >

de facon eviderte.
Cas particuliers :
{ Moyenne: 7

{ Moments: 7
< X">= x"px(x)dx
R

{ Moments certres: .

< (X <X>)">=  (x <X >)"px(x)dx
R

{ Fonction caracteristique:

Z
"x(u) =< exp(iux ) >= exp(iux) px (x) dx
R
avec la relation
1 d

<Xn>: |_n W'X(O)

1.3 Vecteurs aleatoires

La premiere integrale est de nie au sensde la mesue, la seconde au sensd'une

De nition 1.8 (Vecteur aleatoire )

Un vecteur aleatoire a n dimensions est une fonction vectorielle de dansR",

X I RO
0 Xa(") !
L7 oX()= B

Xn(!)

notee (X (1) X).

telle que8x 2 R", lesn inegalites X (! )  Xk; k 2 [1;n] de nissent une partie de B

Denition 1.9 (Fonction de repartition )

Fx(x)=: P(X() X)=P({EX1(!') xi9] [ fXn(') Xng); 8 2R"
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avecx’ = (X1;::1:Xn).
Denition 1.10 (Densit e de probabilit €)

@Fx (x)
@1 @n

px (X) =

Y
px (X) = Px (Xk)

k=1
Notation : Z Z z
- px (X)dx = . Px (X1;::::Xp)dxy  dXxp
|12 z—5§
n fois
Densite marginale (par exemple):
Z Z
px . (Xk) = - Px (X1;::0:Xp)dxy  dXg 10Xk+1 dxn
|12 {z—5
n 1 fois
exer cice - 1.1 Vecteur aleatoire uniform ement distribu e
Soit le vecteur aleatoire
_ X1 2
X = X, 2R
On supposeFyx (x) = X1:X2 avecXxy;Xz 2 [0;1]. Verier que
Fx (0;0)= 0 |
Fx(1;1)=1"

que Fx est croissarte, et que px (X) = px,(X1) = px, (x2) = 1 sur [0;1]°.

Denition 1.11 (Esperance)
Soit f une fonction vectorielle. Par de nition :
Z
<f(X)> = f(X()dP(x X(')< x+ dx)

Z

= f (X)px (x)dx
Rz

= f(X1ii0Xn) px (X5 ::05Xp) dXy dxy

{ Vecteur moyenne:
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{ Matrice de covariance:
xx = <XXT> <X>:<X>T
0 < XE> < Xp>? < X1 Xp > <X1>:<Xn>1

< X1 Xp> < X1>:<Xp> < X2> < X,>?

{ Fonction caracteristique:

7 !

. X

"x(u) =< exp@iuT:X) >= exp i Ugxk px (x)dx
R™ k=1

Propri ete 1.1 (Factorisation de la fonction caract eristique )

xu) = X (UK)
k=1
exer cice - 1.2 Vecteur aleatoire uniform ement distribu e (suite)
_ X1 2
X = X, 2R

On supposeFyx (x) = X1:X2 avecxy;Xz 2 [0;1]. Montrer que:

<xX>T = (1=21=2)
1
= 0
= 12
X X - 1
0 %
.up+u . u .
"x(u) = exp i—— 2 sinc 2—1 sinc 2—2

1.4 Vecteurs aleatoires gaussiens

De nition 1.12 (Variable aleatoire gaussienne)

Une variable aleatoire gaussienneadmet pour densite de prokabilite:
]
1 1(x m)?

px (x) = N (x;m; ?) = Pﬁ exp E%
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<X> = mxy=m
< (X <X>)?> = 2
. 1
"x(u) = exp ium 5u2 2
Denition 1.13 (Vecteur aleatoire gaussien)

Un vecteur aleatoire gaussienadmet pour densite de prokabilite:

1 1
px (X) = N(xm;) = Wpﬁ exp E(X m" t(x m)
ave
<X > = m (vecteur moyenne)

= matrice de covariance
determinant de

i

. 1
) exp iu':m Zu': :u

2

est diagonalesi les X sont soit deorreles, soit independants.

Les vecteurs aleatoires gaussiensjouent un rdle tresimportant car ils serencortrent tres
souwvent a causede diversesproprietesqu'ils possden.

Propri ete 1.2 (Th eoreme limite central )
Soient (Xk)k=1:2 n desvariablesaleatoires independantestelles que
< Xk >=0
X0 X0
lim < XZ>= lim 2= 2<+1
n!l nil
k=1 k=1
- - %
alors la variable aleatoire Y = Xk estN (y;0; ?).
k=1
Propri ete 1.3 (Propri ete de stabilit e gaussienne)

{ Le produit de deux gaussiennesest une gaussienne.
{ La convolution de deux gaussiennesest une gaussienne.
{ La transformee de Fourier d'une gaussienneest une gaussienne.

Propri ete 1.4 (Addition de deux gaussiennes)
SoitZ = X+Y avee X etY suivantleslois normalesN (x;myx; x) etN(y;my; vy).
Si les vecteurs aleatoires X et Y sont indegendants alors Z suit une loi normale
N(z=x+ymx +my; x+ vy)
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Propri ete 1.5 (Transformation lin eaire d'une gaussienne)
Soit Z = C:X + aavee X (a m composantes) suivant la loi normale N (X;myx; x),
C une matrice rectangulaire de taille n  m, et a un vecteur de taille n, alors Z (a
n composantes) suit une loi normale N (z = C:x + a;C:my + a;C: x:CT).

exemple - 1.1 Le probl eme de Herschel { 1850

Comme astronome, John Hersdel se posala question de la precision de localisation d'une etoile,
c'est-a-dire de trouver la densite de probabilit e conjointe Px vy (X;y) ou x ety sort les erreurs de mesure
dans deux directions orthogonales(Nord-Sud et Est-Ouest par exemple). Il emit deux postulats:

{ (P1) La probabilit e d'erreur estindependarte de la direction.
{ (P2) Leserreurs dansdeux directions orthogonalessort independartes.
De (P1) on deduit en passar en coordonneespolaires

px v (X;y) dxdy = f(r) rdrd = f (r) dxdy

De (P2) on deduit que
Px v (Xy) dxdy = px (x)dx py (y)dy

De plus 7 7 7
Px (X) = pxv(xy)dy= f(r)dy= pxv(y;x) dy= py(X)

carr = P X2 + y2, En posart px (x) = g(x), on a donc py (y) = g(y), et
p —
gx)gy) = f(r) =1  x2+y?
En faisant y = 0, on a g(x)g(0) = f (x), donc

a(x)a(y) = a(r)g(0)

on en deduit 0 1

Pt
w0, W el Y
9(0) 9(0) 9(0)

d'ou en derivant par rapport a x

In

N = — 2 4 2
X Clen(g(x)) P W CIXln g X y

cette egalite doit etre vraie quel que soit y, d'ou

1d _
X &In(g(x)) =a

ou a est une constarte. Il vient donc
_a »
In(g(x)) = Ex +b

soit encoreg(x) = N (x;0; 2) enposart 2= 1=aet apresnormalisation, et

p
Pxy (xy) = N( x2+y20; ?)
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Chapitre 2

Th eorie logique des probabilit es

2.1 Intro duction

Les variables et vecteurs aleatoires constituent les fondemeris de la theorie mathematique
desprobabilit es, construite a partir desaxiomesde Kolmogorov. Cette theorie est extrémemeit
dewveloppee et sre.

Un probleme se posecependart quand on tente d'appliquer cette theorie en physique. Le
problemen’est pastant de calculeraveclesprobabilit esque de leur assignerdesvaleursprealable
au calcul.

En theorieclassique dite \fr equentiste”, desprobabilit es,on attribue un caractere\al eatoire”
aux phenomenesphysiquesa travers la notion de frequence.Pour &tre de nie, une \fr equence"
doit etre mesureea partir d'une experiencerenouveleeun nombre in ni de fois, conformemert a
l'axiome du chapitre preceden. Mais cela correspond-il vraiment au senscommun, c'est-a-dire
est-cecomme cela que nous assignonsdes probabilit es?

exemple - 2.1 Pile ou face?

Je lance une piecede monnaie. Quelle est la probabilit e d'obtenir pile (ou face)?
Si je n'ai aucune information sur I'equite de la piece, je dirai quand méme que pile et face sort
equiprobables,car je n'ai aucuneraison de preferer I'un ou l'autre :

p(pile) = p(f ace) =

Pour decreter cela, je n'ai fait encoreaucuneexperience.Cette \probabilit e" n'est donc pasune frequence.
Elle est la mesure de mon etat d'esprit sur la piece.On peut ecrire cela de la facon suivante. Soit la
proposition logique

A= \La piecetombera sur pile"

Alors P(A) = % = P(A) ou A estla negationde A, c'est-a-dire A = \La piecetombera sur face".
Il s'agit ici de la probabilit e d'une proposition logique, et non de celle d'une variable aleatoire.

L'exemple precedert soulignedeux points importants :
{ une probabilit e n'est pastoujours une frequence

{ la probabilite que nous attribuons a la piece est en fait la probabilite de ce que nous
pensonsde la piece.
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exemple - 2.2 Dependance logique contre causalit e physique

Soiert les propositions logiques:

A =\l commenceraa pleuvoir avant 10h00."

B = \Le ciel secouvrira avant 10h00."

Il estclair que B n'implique pasA. Pourtant si B estvraie, A deviert plus probable. Comment mesurer
ce degre de certitude ?

Attention, les exemplesprecederts ne signi ent en aucun cas que la theorie classiquedes
probabilit es soit fausse.Simplemen, avant de I'appliquer en physique, il faut prendre garde
d'etre s0r qu'elle decrit correctemern le probleme consicere.

Une theorie probabiliste du raisonnemen telle que nous l'avons laissee enendre par les
exemplesprecederts doit agir a la basesur despropaositions logiquesplut®dt que sur desvariables
aleatoires, c'est pourquoi nous l'appelons theorie logique des probabilit es. Dans le domaine
d'application des variables aleatoires, les deux theories doivert donner le méme resultat, par
exemple:

Xiog = \La variable aleatoire X prend une valeur erntre x et x + dx."

doit conduire a:
P(Xi1og) = Px (X) dx

2.2 Les postulats de la th eorie

Dansla suite de cechapitre, leslettres capitalesA, B, C... designen despropositionslogiques.
On commencepar de nir la notion de degre de plausibilit e ou simplemert plausibilit e.

Axiome 2.1 (Degr es de plausibilit €)

Lesdegresde plausibilite sont represenes par desnombresreels.Une plausibilite plus
forte correspnd a une valeur plus grande. On note (AjB) le degre de plausibilite de
A sachantB, ou\la plausibilite conditionnelle que A soit vraie, sachantque B est
vraie."

Par exemple,(A + BjCD) signi e \le degre de plausibilit e conditionnelle que A ou B soiert
vraies, sahant que C et D sort vraies." A la di erencede la theorie classiquedes probabilit es,
il n'existe entheorielogique desprobabilit es que desplausibilit es(probabilit es) conditionnelles.

Axiome 2.2 (Corresp ondance qualitativ e avec le sens comm un)

Si (AjCY > (AJC) et (BJACY = (BjAC), alors (ABjCY (ABjC) et (AjCY <
(AJC).
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En langagecourart cette ecriture deviert :
{ Sisahant C% A est plus plausible que satant C, et si B estindi ererte entre C et C°
sahant A, alors AB deviert plus plausible sahant C°que sahant C.

{ Sisadant C° A estplus plausible que sachant C, alors A deviert moins plausible sahant
C%que sadant C.

Axiome 2.3 (Le resultat doit etre consequent)

{ (@) S'il y a plusieurs facons de raisonner, elles doivent toutes conduire a la
me&me conclusion.

{ (b) Il faut toujours prendre en compte toute l'information disponible.

{ (c) Le méme etat de connaissan@ doit conduire aux mémesvaleurs du degre
de plausibilite.

Lestrois axiomesprecederts conduisert au resultat suivant :

Th eoreme 2.1 (Regles du pro duit et de la somme)

Quelle que soit la fonction p(x) continue, strictement croissante et telle que 0
p(x) 1,

(a) P(ABJC) = p(AjC) p(BJAC) = p(BjC) p(AjBC)
(b) P(AjB) + p(AjB) = 1

(a) estla regledu produit, (b) la reglede la somme.

Propri ete 2.2 (Regle de la somme generalis e€)

p(A + BJC) + p(AB]C) = p(AjC) + p(BjC)

La regledela sommeest un cas particulier dela reglede la sommegeneralisee pour
B =A.

D emonstration
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p(A+BjC) =1 p(ABjC)

1 p(AjC)p(BJAC)

1 p(AiC)(1 p(BjAC))

P(AJC) + p(AJC) p(BJAC)
P(AJC) + p(AB]C)

P(AJC) + p(BjC) p(AjBC)

P(AJC) + p(BjC) (1 p(AjBC))

P(AJC) + p(BjC) p(AB]C)

Propri ete 2.3 (Decouplage des
Soient n propositions fA; ::: Ang qui sont mutuellemen
a-dire que

P(AKAII) = p(A]l) «
alors I
X] .
p Al = p(Agl)
k=1 k=1
D emonstration
| |
X0 K 1 _
p Acl = p Al +p(Anjl) p
k=1 | k=1 | k
X 1 ' X 2 '
p AkAn | = p AAn |+ P(An }Anjl
{
k=1 k=1 =0
= p(A1An]jl)
= 0
Il reste donc
| |
X0 X 1
p Al = p Al +
k=1 k=1

D'ou le resultat par recurrence.

CHAPITRE 2. THEORIE LOGIQUE DES PROBABILIT ES

reglede la somme
regledu produit
reglede la somme
reglede la somme
regledu produit
regledu produit
reglede la somme

regledu produit

informations  exclusiv es)

t exclusivessachantl , c'est-

AAp |
=1 |
X 2 '
? p AkAn 1An I
k=
|2 {2 }

! p(An 1Anjl)=0
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Propri ete 2.4 (D ecouplage des apports d'informations  exclusiv es)

Soient n propositions fA; ::: Ang qui sont mutuellement exclusivessachantl! , c'est-

a-dire que
P(AKAIjT) = p(Akjl) K
alors
X] - .
P P(CjAK!) p(Akjl)
c M a1 =
p i k 0 '
k=l P(AKj!)
k=1
. X1 . -, . .

Si de plus | = Ak, ou si une des propositions Ay est vraie sachant |

k=1
(9k; p(Akjl) = 1), alors

X
p(Cjl) = p(CjAkl) p(Akjl)

k=1
D emonstration
{ Par la regledu produit
| |
c X
o A |
0 p - k
p C Ag | = )@_ L
k=1 P Al
k=1

D'apresla propriete (2.3), le denominateur deviert directemert

X1 .
p Agl = P(AKj!)
k=1 k=1

Il restea transformer le numerateur. Une nouvelle application de la regledu produit donne
| | |
p C A I =pCjl)p Ak Cl

k=1 k=1
A partir de _ _
P(CAKAI) _ P(CIAKAIL)

p(Cjl) p(Cjl)

on voit que lesn propositionsfA7:::Ang sort mutuellement exclusivessadant Cl, d'ou
par application de la propriete (2.3)

PAKAIICT) = P(AKAIjI) = 0

x x _
p AcCl = pP(AkjCl)
k=1 k=1
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et le numerateur devient

X1 - X] -
p C Ac I = pCjl) P(AkjCl)
k=1 k=1
X] .
= P(CAjl)

=

=1

X
= P(AKIN)P(CjAKI)

k=1
Ce qui demortre la premierg partie de la propriete.
X xo
{ Sil = Ay, alors A I =11=1,et
k=1 k=1
|
P(Akjl) = p Al =p(j)=1
k=1 k=1
ce qui demortre la secondepartie de la propriete dans ce cas. |
0 !
{ Siune des propositions Ay est vraie sadant | (9k; p(Agjl) = 1), alors Ac =1 et
k=1

I'on estramene au caspreaden.

Propri ete 2.5 (Syllogismes forts et faibles)

1. SiA) B et A estvraie, alors B est vraie.

2. SiA) B etB estfausse,alors A estfausse.

3. SiA) B etB estvraie, alors A devient plus plausible.

4. Si A) B et A estfausse,alors B devient moins plausible.

D emonstration
SoitC=\A) B®
1.
: P(ABJC) _ p(AjC)
BjAC) = . = - =
PBIAC)= @ic) ~ paic)
2.
. p(ABjC) 0
AIBC) = _ = - =
PAIBC) p(BjC)  p(BjC)
3.
. . . P(BJAC)
AJBC) = p(A|]C) ———~
P(AJBC) = p(Aj )p(BJC)
Or p(BJAC) = 1letp(BjC) 1,d'oup(AjBC) p(AjC)
4,
P(AjBC)

p(BJAC) = p(BjC) o(A|C)

Or p(AjBC) p(AjC) d'apresle syllogismeprecden, donc p(BjJAC) p(BjC)
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2.3 Le princip e d'indi erence

Dansla demonstration de la propriete (2.4) nousavons montr e au passagde resultat suivant

Propri ete 2.6 (Prop ositions exclusiv es et exhaustiv es)

Si les n propositions f A1 ::: Apg sont mutuellement exclusivessachant B
P(AkAIJB) = P(AkB) «i

alors
. Xr\ .
p(Ar+ +AmjB)=  p(AcB) avem n
k=1
Si de plus les propositions f A1 ::: Ang sont exhaustivespour B (une et une seuleest
vraie sachantB) alors

X1 -
P(AgjB) =1
k=1

Remarque : La\relation de normalisation" ainsi demortr eeestidentique au deuxiemepostulat
de la theorie classiquedes probabilit es. Elle decoule dans le cadre de la theorie logique des
probabilit es des seulesreglesdu produit et de la somme.

Jusqu'a presei, nous n'avons pas assigre de valeurs numeriquesaux probabilit es que nous
avons utilis ees.Ces valeurs ne peuvent pas etre obtenues\par denombremert de tous les cas
possibles”, c'est-a-dire par calcul d'une frequenced'apparition, mais par un raisonnemen lo-
gique.

Cherchons commert assignerdes valeurs dans le cas de n propositions Ay mutuellement
exclusives et exhaustives, et de plus indi erertes suivant B :

De nition 2.4 (Indi  erence)

Deux propositions A; et A, sontditesindi erentessuivant B si B dit la mémechose
sur A1 et As.

De nissons le probleme desigre par un ' (prime) comme celui d'assignerdesvaleurs aux n
propositions Ay quand A1 et A, sort permutees

8
A} = A
AY = A
AY = A
A = Aq

On designeles probabilit esassigreesdans le premier problemepar un indice | , et dansle second
par un indice Il . La permutation de A; et A, ne changean pas la nature du probleme, mais
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represertant deux faconsd'aboutir au mémeresultat, on doit avoir envertu du troisiemeaxiome

8

2 p(AB) = p(AJiB)i

> . .
P(A2iB)1 = p(A%iB)i

Par ailleurs, puisque B estindi ererte entre A; et Ay, I'etat de connaissancepar rapport a B
est identique pour les deux problemes,d'ou par application du troisieme axiome

P(AiB)1 = P(ARiB)I1; 8K
Il vient donc en combinant cesdeux resultats
P(A1jB); = p(A2jB),

En gereralisart ceraisonnemen a toutes les permutations possibles(une permutation cyclique
sut), on obtient

Th eoreme 2.7 (Princip e d'indi erence)

Si B estindi erente entre les n propositions exclusiveset exhaustivesAy,

1
P(AkjB) = o

Autre demonstration (par l'absurde)
Sion n'assignepasles mémesplausibilit es, par une simple permutation on consene le méme
etat de connaissanceen a ectant desplausibilitesdi erertes, violant ainsi le troisieme axiome.

exemple - 2.3 Tirage d'une urne
Une urne cortient 10 boules numerotees.Si on de nit
Ac = \La ki®M€poule est tir ee.”
B = \L'ume cortient 10 boulesnumerotees."

Alors (indi erence)p(AxjB) = %

exemple - 2.4 Tirage sans remise

Soit | = \Une urne cortient n boules, dont m sort blanches et le reste noires. On tire une boule
sansla replacer."

\Le kiemetirage donne une boule blanche."

By
Nk

\Le k'®M€tirage donne une boule noire."

Quelle est la probabilit e de tirer une boule blanche au ki€Me tirage ?

{

pP(B1jl)

P(N4jl)

(princip e d'indi  erence)

33|3

m
n
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Pour obtenir cesequations, il faut supposersubdiviser les propositions B; et N1 en respectivemert
m etn m propositions elemertaires, mutuellemen exclusiveset exhaustives,donc de plausibilit e
1=n. Il sut ensuitede sommerles propositions elemertaires correspondant a B; et Nj.

{ CommeB, = B;B;+ N;B; sadant I, on peut ecrire

pP(B2jl)

p(B1B2 + N1Bjl)
= p(B1B2jl) + p(N1B2jl)

= p(B1jl)p(B2jB1l) + p(N1jl )p(B2jN1l)
mm 1+ n m m
1 n n 1

nn
m
n
Mais n'etait-ce pasevidert desle depart? En e et, enl'absenced'information sur cequi s'estpase

lors du premier tirage (retrait soit d'une boule blanche, soit d'une boule noire), on est exactemern
dansla mémesituation que lors du premier tirage. Et celareste vrai pour lestirages suivants

p(Bkjl) = %;SK n

Et pourtant, si on depassde niemetirage, il ne subsisteplus de boulesdans|'urne et
p(Bkjl) = 0;8k > n

Il estimportant de remarquer ici est l'information donnee par | ne permet pas de distinguer les
tiragestant quek n.La donneed'une information complemertaire J =\Les trois premierstirages
ont donne une boule blanche." changerait completemert ceresultat:

p(Byjld) = L1 k 3
p(BkjlJ) = ': 3.4 k n
p(BkjlJ) = 0;k>n

Si maintenant au lieu de l'information J on donnait l'information J°=\Les trois derniers tirages
(n  2;n  1;n) ont donne une boule blanche.", cesresultats doivent encore@tre changes:

. m 3
p(BkjlJY = n—3,1 k n 3
p(Bkjld) = 1;n 2 k n
P(BkjlJY) = 0O k>n

En e et, d'un point de vue puremert logique tout sepassepour |'observateur commesi l'urne ne
contenait au depart quen 3 boulesdont m 3 blanches, bien que lestrois boulesblanchesman-
quantes aient ete enleveesposterieurement Cet exemplemontre clairemert que la conditionnalit e
du degre de plausibilit e est d'ordre puremert logique, et en aucun casune causalite physique.

exer cice - 2.1 Pi eces et botes de conserve

On consicdere le jeu decrit par la proposition logique | suivante :

I = \On disposede trois ba'tes de consene vides (noteesA, B et C), rangeesde gauche a droite, et
de deux piecesde monnaie. Les deux piecessornt placeessousdeux desbotes de consene, la troisieme
restant vide (une bote ne peut contenir qu'une piecea la fois)."

{ @) - On denit les propositions logiquesA, B et C par:
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A = \Une piecesetrouve sousla ba'te A."
= \Une piecesetrouve sousla bote B."
C = \Une piecesetrouve sousla bote C."

Il est intuitif que sousla seule information I, les trois propositions logiques A, B et C sort
equiprobableset que

P(Ajl) = p(Bjl) = p(Cjl) = 2=3
Ce resultat est-il obtenu par application du principe d'indi erencesur A, B et C? Pourquoi?
Montrer que sacdant | on a lestrois identit es:

AB+BC+AC = 1
ABC = 0
A = AB + AC

Appliquer alors le principe d'indi erencepour trouver les valeurs de p(Ajl), p(Bjl) et p(Cjl).

b) - On donne maintenant l'information complemenaire suivante :

J = (toute l'information del) et \ll y a deux fois plus de chance qu'une piecesoit entouree de
vide (une bote vide ou rien), que de chancequ'elle soit voisine d'une autre piece."

Que valent alors p(AjJ), p(BjJ) et p(CjJ)~?

Reponse

{ a) - D'apresl, il y a seulemen trois possibilites: AB, BC et AC

A B C
J J
! AB
J
! BC
J J
! AC

A, B et C ne sort pas mutuellement exclusives et exhaustives sachant |, on ne peut donc pas
appliquer le principe d'indi erence.Par contre, AB, BC et AC sort mutuellement exclusives et
exhaustives, et donc AB + BC + AC = 1 et ABC = 0 sadant |. De plus, pour avoir une piece
sousla bate A, il faut avoir soit AB soit AC, donc A = AB + AC sadant |. (On a de méme
B=AB +BC etC= AC + BC.) Par application du principe d'indi erence,

P(ABjI) = p(BCjl) = p(ACjI) = 1=3

et
p(Ajl) = p(AB + ACjl) = p(ABjl) + p(ACjl ) = 2=3
car p(AB Cjl) = 0. On trouve de mémep(Bjl) = 2=3 et p(Cjl ) = 2=3.
b) - DanslescasAB et BC, lespiecessort toujours voisines.Dans le casAC, les piecesn'ont pas
de voisines.On en deduit donc:

P(ACjJ) = 2p(ABjJ) = 2p(BCjJ)

AB, BC et AC sort toujours mutuellement exclusiveset exhaustivessadant J, donc
p(ABjJ) + p(BCjJ) + p(ACjJ) =1

On en deduit que p(ACjJ)S: 1=2 et p(ABjJ) = p(BCjJ) = 1=4, puis

P(ABjJ) + p(ACjJ) = 3=4

2 P(AJJ)
p(BjJ)
P(CiJ)

p(ABjJ) + p(BCjJ) = 1=2

P(ACjJ) + p(BCjJ) = 34
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2.4 Test d'hypothese

2.4.1 Notations et probl ematique

Supposonsque nous desirionstester la veracite d'une assertionconcernart un systeme phy-
siqgue. Commert s'y prendre? La methode sciertique orthodoxe veut que l'on realise une
experience,que I'on mesureun certain nombre de grandeurs, puis que I'on essge de voir dans
quelle mesureles donneesacquisessoutiennert I'nypotheseformulee.

Commert ecrire ce princip e mathematiquemert ? Nous pouvons chercher la plausibilit e de
I'hypothesesadhant I'experiencee ectuee et lesresultats (donnees)obtenus:

De nition 2.5 (Probabilit e posterieure d'une hyp oth ese)

\T oute l'information disponible decrivant les conditions experimentales."
\L es donneesobtenues."

T < —
1 1 1

\L'hyp othesea tester."

p(HjV1) = \Probabilit e que I'hypotheseH soit vraie, sahant que pour I'experiencedecrite
par | on a obtenu les donneesV."

2.4.2 Methode generale de resolution

La regledu produit fournit

P(VH]I) = p(Hjl) p(ViHIT) = p(Vijl) p(HjVI)

Soit encore
Propri ete 2.8 (Evaluation de la probabilit e posterieure d'une hyp oth ese)
. .+ P(ViHI)
HjVI)=p(Hjl) —————
p(HjVI) = p(Hjl) D)

{ p(Hjl): prokabilite anterieure de H (anterieure a la mesue de V) ;
{ p(Vjl): protabilite anterieure de V (sanstenir comptede H) ;

{ p(VjH1): prokabilite de mesuer V si on fait con ance a H, ou vraisemblane
de H (ce terme represente toute l'information sur H que contiennent les
donneesV).
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Commert obtenir cesdi ererts termes?

{ Les probabilitesanterieuresp(Hjl) et p(Vjl) doivert &tre assigreespar I'observateur sui-
vant l'information dont il dispose, c'est-a-dire | (en pratique a l'aide du principe d'in-
di erence,ou du princip e du maximum d'entropie decrit plus loin).

{ LavraisenblancedeH, p(VjH ), provient engeneral d'un modele physique de I'obtention
desdonneesV (voir exemplesa suivre).

2.4.3 Crit ere de selection d'une hypoth ese

Une fois que p(HjV 1) a ete obtenue, commen decider si 'hypotheseest valable ou non?

{ Sip(HjVl) 1, H esttresvraisenblablemert vraie.

{ Sip(Hjvl) 0, H esttresvraisenblablemert fausse.

{ Maissip(HjVIl) % que conclure? Simplemert que lesresultats de I'experiencee ectuee
ne permettent pas de trancher quand a la veracite de I'hypothese.

Toutes les situations intermediaires sort bien s0r possibles.

2.4.4 Cas particulier : l'alternativ e

De nition 2.6 (Alternativ e)

Une alternative est un choix binaire entre une hypotheseH et sa negation H.

H et H sort mutuellemert exclusives et exhaustivespour |
p(HHjlI) =0 et p(Hjl)+ p(Hjl)=1

Le problemeest donc de comparerH et H, ou de decidersi H est plus vraisenblablemert vraie
ou fausse.

. .« p(ViHI)

HjVI) = Hijl)) ————=

p(HjV1) p(HjI) )

. .y p(ViHT)

HjVI) = Hjl) ————=

p(HjV1) p(H]jI) )

De nition 2.7 (Chances d'une hyp oth ese)

\L eschanes" deH sachantV et | sont de nies par
, . p(HjVI)
OHVI) = —————=
A CIYD

p(VjH1)

O(HjVI) = O(HjI) o(ViHT)
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Cette expressionpermet de calculer \les chances" de H posterieurement a la mesure de V,
connaissanm \les chances"anterieuresde H, et les vraisenblancesde H et H.

Denition 2.8 (Evidence d'une hyp oth ese)

L'eviden® de H sachantV et | estde nie par

| e(HjVI) = 10LogO(HjV1)]

p(ViHI)

p(ViH1)

Supposonsmaintenant que I'on accurrule desdonnees,par exempleen repetant I'experience,ou
en fusionnant desdonneesdi erertes, alorsV = ViV, ::: et

e(HjV1) = eHjl) + 10Log

. . p(VijH 1)
HiVI) = e(H|l + 10Log ———=~
e(HjVI) = e(Hjl) g VACTD
p(Vo2jViH 1)
+ 10Log —————=
9 p(VajViH 1)
+

Un casinteressah est celui pour lequel les donneesVi sort logiguemer independartes sadant
I. Alors X (VH 1)
- - PUVk]
HjVvl) = eHjl)+ 10 Log ———F—~
e(HjVI) = e(Hjl) ) 9 SV

On a ainsi decoupk les apports des paquets de donneesindependarts Vi, pour le jugemert de
I'hypotheseH .

exemple - 2.5

| = \11 machines automatiques fabriquent des transistors, qui tombert dans des caissessans

p (probabilit €) | O (les chances)| e (evidence)
é 11 0dB
g 2:1 3dB
@) 100:1 20dB
101
0.999 1000:1 30dB
0.9999 10000:1 40 dB

Tab. 2.1{ Lesecheles de jugementd'une hypothese.

Controle qualit e



28 CHAPITRE 2. THEORIE LOGIQUE DES PROBABILIT ES

etiquette. Les caissessort stockeessansqu'on puisseles di erencier. 10 des 11 machines fabriquent 1
transistor sur 6 defectueux, et la onzieme1 transistor sur 3 defectueux."

On prend une descaissesgqui contiennent un tresgrand nombre de transistors, et on veut en testant
guelguesuns destransistors determiner la machine de provenance.Sadant | on considere l'alternativ e:

{ H = \La caisseprovient de la onziememachine."
{ H = \La caisseprovient de I'une des10 premieresmachines."

avecp(Hjl) = %1 (.et p(Hjl) = 1—2 soit e(Hjl) = 10dB.

On denit V = \On tire un transistor de la caisse.On le teste. On note le resultat: bon (1) ou
mauvais (0)." On a donc

8
) 1
2 p(MojHI) = 3
) 2
p(VijHI) = 3
et 8
. 1
2 pVoiHI) = ¢
) 5
p(VijHIT) = 5

Le nombre de transistors est tr esgrand, on ne pourra donc en tester qu'un petit nombre. Les vraisem-
blancesprecedertes (le modele de mesure)sort donc independartes de I'ordre destests.

2,3
p(VojH 1) ggg

10Log PV )~ 1 0g335 = +3dB
9 B(VojH 1) 91
6
253
p(VijHI) ggg

10Log PV 10934 - 1aB
9 p(VojHT) 9%5
6

Donc chaque fois qu'on trouve un transistor defectueux|'evidencede H crot de 3 dB, tandis gu'elle
decrdt de 1 dB pour chaquetransistor correct:

e(HjVl) = eHjl)+ 3ng ng

ou ng estle nombre de transistors defectueuxet n; le nombre de transistors corrects. Par exemplesur 12
tests, si on trouve 5 transistors defectueux

eHjVI)= 10+3 5 (12 5= 2dB
Et sur 24 tests, si on trouve 10 transistors defectueux
eHjVI)= 10+3 10 (24 10)= +6 dB

On voit donc que pour une méme proportion d'ecec I'evidencechange de valeur voire méme de signe
suivant le nombre de tests. Dans I'exemple numerique precedert on part de -10 dB avant les tests, on
passepar -2 dB a 12 tests, puis a +6 dB a 24 tests. Partant d'une hypothesepeu plausible (-10 dB), on
change ainsi d'avis jusqu'a la juger relativemert plausible (+6 dB), en oubliant au fur et a mesurel'a
priori de depart quand on accurrule desdonnees.

Mais commert prendre une decision? Par exemple,si I' evidencedepassel0 dB on acceptequela caisse
testeeprovient (probablemen) de la onziememachine. Si au contraire I'evidencedescendau dessousde
-15dB, on decrete que la caisseprovient d'une des 10 premieresmachines. Suivant cetype de critere,on
voit que le nombre de tests n'est pas x e.
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Atten tion ! Dans le casou on ne consicere pas une alternative, mais n hypotheses(H ;k =
1 n) mutuellement exclusiveset exhaustivessuivant |, avecn > 2

X0
P(HKHjI) = p(Hjl) et p(Hkjl) =1
k=1

et que les donneesV peuwvent se factoriser sousla forme V = ViV, Vy, ou les V¢ sont
independartes logiquemen pour toutes les hypotheses

m
p(Vi  VmjHl) = p(MjHl)
=1

alors en general
m
P(Vi  VmjHkl) &  p(VijHI)
I=1
Ainsi on ne peut pas dans ce casdecouplerles apports desV, pour evaluer I'evidencede Hy.

2.4.5 Test d'hypoth eses multiples

Dans le cas ou on doit comparer un nombre ni d'hypotheses,il cornvient tout d'abord
d'obtenir
p(HjVI);k=1 n
par application de
. _ . p(VjH kI )
P(HVI) = p(Hjl) o(Vil)

Il reste qu'il faut faire un choix parmi ceshypotheses.ll est raisonnable (mais arbitraire) de
choisir I'nypothesela plus probable:

De nition 2.9 (Princip e du maxim um a posteriori (MAP) )

Hy, = Argmaxfp(HkjVI1)g
Hg

En gereral, p(Vjl) nintervient pas dans ce choix. Si de plus toutes les hypothesessort
equiprobablessathant | (p(Hgjl) = %), alorsle principe MAP sereduit au princip e du maximum
de vraisenblance (MV) :

Denition 2.10 (Princip e du maxim um de vraisem blance (MV) )

Hy, = Argmaxfp(VjHgl)g
Hy

Il estentout castoujours possiblede cortrdler la validit e de la solution MAP ou MV obtenue
en etudiant la forme de p(HgjV1) (gure 2.1).
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p(HkjVX)
A

Courbe piquee:
solution credible

/E\ Courbe \molle" :

solution imprecise

\j

p(HkjVX)
A

Que penser?

Fig. 2.1{ Representation graphiquedu critere MAP ou MV.
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2.4.6 Test dun nombre inni  dhypotheses

La theorie logique des probabilites ne travaille que sur des propositions discretes. Il est
cependart facile d'inclure des problemesconcernart un parametre variant cortin 0ment, par la
procedure suivante.

Soit f un parametre variant cortin Gmert.

F=(¢f ¢ et F°=(f >q)
F et FOsort despropositions discretes, exclusives et exhaustives. On peut de nir :
G(a) = p(F 1)
G(q) estune fonction positive et croissare de q.
A= a:B=(¢f b et W= (a<f b
B=A+W,etA et W sort exclusiveset exhaustivespour B, donc
p(Bjl) = p(Ajl) + p(Wijl)
soit
p(Wjl) = pla<f Bbl)= G G(a)
soit encore Z,
pla<f bl)= . g(f )df

Il estclair que G estla fonction de repartition, et g la densite de probabilit e pour f .
Soit A; = \Le parametre a une valeur entre f et f + df ."

. _ . P(VjAf 1)
P(A:JVI) = p(Atjl) Vi)
8
2 p(Afjl) = g(fjl)df
> . .
P(ArjVI) = g(fjVI)df
donc ViAl)
, .y POV]Af
fivl)=g(fjl)) —————=
| g(fjv1) = g(fjI) (Vi)
Soit Hy = \Le parametre a pour valeur f." Quand df ! 0, p(VjAsl1)! p(VjH¢l), et donc au
nal
. . p(Vij | )
fivl)=g(fjl) —————
g(fjv1) = o(f jI) o(ViD)

Par abus de notation, on ecrit p(f jl) et p(f jVI) pour g(f jl ) et g(f jV1).

exemple - 2.6 Controle qualit e

On reprend I'exemple du contrdle destransistors, mais les hypothesessort maintenant :
Hs = \La machine produit une fraction f de transistors defectueux."

On en deduit
p(ViHi 1) = fh@ £)N "
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avecV = \On teste N transistors, n sort defectueux."
Il vient donc

fr@ HY " e

fr@ )N " opfl) df
0

p(fivl) = z+

{ Dans l'exemple preceden, nous avions:

_ 10 1 1 1
p(fjl)—l—1 f 6+1—1 f 3
d'ou
101”5N”f1+1 1”2N”f1
p(ijI):ll 6 6 6 11 3 3 3
0 1" 5 N 1 12" 2N
11 6 6 Y1133

{ Supposonsmaintenant que p(fjl) = 1,0 f 1 (on ne dispose d'aucune information donnant
une preferencea une fraction f particuli ere). Alors

(N+1)!Ifn(1 f)N n

p(fjvi) = Ny

Quelle est la solution MAP (identique a la solution MV ici) ?
dg .. no1 N n n N n 1
d—f(fJV|)/ nf @a f) (N nmf"@ f)

donc
dg,, . _ _n
E(fm)_o, f“_W

Que deviert p(fjV1) quand on fait un grand nombre de tests?

Inp(fjVvl) ninf + (N n)In(1 f)+ Const:
2
Inp(fjV1) Ing(fjVv1) (f R of )3
avec
._fa N
N
d'ou

p(fivI)  N(fifs ?)

Donc plus on fait de tests (N augmerte), plus p(f jVI) s'ane. En fait:

Jmoptiviy = (o)

- 1
et diminue comme pﬁ
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2.5 Princip e du maxim um d'entropie

Commert faire pour aller au dela du principe d'indi erence?

exemple - 2.7 Fenétres jap onaises

On a fait des statistiques au Japon lors du dernier tremblemert de terre. On nous dit \La fenetre
moyennes'est caseeen 10 morceaux." Sadant cela, quelle est la probabilit e qu'une fenetre japonaisese
casseen n morceaux?

Quelle est la distribution qui presupposele moins, tout en satisfaisart les cortraintes? Ou
guelle est la distribution la plus probable?

2.5.1 Entropie de Shannon

{ (1) Il existe une mesureH (p1;:::;pn) dela \quantit e d'incertitude.”

n
(4) H, est conequene: s'il y a plusieurs facons de calculer sa valeur, toutes doivert
conduire a la méme valeur. En particulier, si p1 + g = 1, on mesure l'incertitude par
H2(p1;q). Si on apprend de plus que q= py + ps3, alorsp; + p2 + p3 = 1 et l'incertitude est
mesuree par Hz(p1;p2;p3). On doit alors postuler que

{
{ (3) h(n) = Hy(3;:::;3) estune fonction croissarte de n.
{

Ha(pypz2;ps) = Ha(pya) + oHo %;%

qui estune loi de decomppsition en sous-sysemes.
On montre que la seulesolution satisfaisart les conditions precedertes est

. xn
Hn(p1;:::;pn) = Pk In P
k=1

2.5.2 Methode de Wallis

La methode de Wallis est une experience de pensee conduisart au principe du maximum
d'entropie (on pourra noter qu'elle est en quelque sorte liee a I'axiome des\fr equences"de la
theorie classiquedes probabilit es).

un nombre m n. On supposequ'on a n bates, dans lesquelleson lance les m pieces.Cette
distribution despiecesgenere une distribution px en comptart les piecesdans chaque bao'te

My

pkzﬁ

ou my estle nombre de piecesdansla bote numerok (k = 1:::n). De toutes les distributions
ainsi obtenues, on ne garde que cellesqui sort compatibles avec l'information | .
La probabilit e d'une repartition particuli ere est

m!

W=n"—"
my!  mp!
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Quelle est la distribution la plus probable? Celle qui maximise W :
m!
max ——
Pk mq! mp!
D'apresla formule de Stirling,

p_— 1 1
INn(mH=mlnm m+ 2m+ —+0 —
(m) 12m m

donc 1 1
— D=1 1+ —
mn(m) nm @) pﬁ

1 m! 1 X '
_ - = — | |
p- In il mol - In(m!) . In(mpy)!
X
Inm 1 pc(In(mpy) 1)
k=1 |
X0 ' X X
Inm 1 Pk Inm Pk In px + Pk
| ey = [z}
=1 =1
P Inpc = Hn(pa;:i:5pn)
k=1
D'ou le resultat :
Th eoreme 2.9 (Princip e du maxim um d'en tropie )

La distribution la plus prolable est celle qui maximise I'entr opie tout en etant com-
patible avec l'information | (les contraintes).

Nous venons de faire une \d emonstration" de ce theoreme dans le cas des distributions
discretes. Dans le cascortinu, il segeneralise en prenant pour de nition de I'entropie
Z

H(p) = . p(x) Inp(x) dx

exemple - 2.8 Moyenne x ee { cas discret

n=3et< n>=n xee.Methode desmultiplicateurs de Lagrange (on trouvera un bref rappel de
ce princip e en annexede ce chapitre) :

X3 X3
(P = Hsp) kpe (1)
k=1 k=1
%(p) = Inpc 1 k ( 1)=0k=1:::3

d'ou
P« = exp( )exp( k)
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Par identi cation de et on obtient (calcul dicile)

8
§p1=73 n2p2
2

o= 1 Pa3m 27 1
n 1
pr = — P2
exemple - 2.9 Mo yenne x ee { cas contin u

On supposela moyenne de la distribution x ee, et egalea m. La methode des multiplicateurs de
Lagrange donne encore:

z z
(p) = H(p xp(x) (1) p(x)
@ p _ _ 0
@x) Inp(x) 1 x ( 1)=0;8 2R

avec >0et > 0,dou
p(x) = exp( )exp( x)
Pour eviter une divergencedans  p(x) dx, il faut restreindre le domaine de de nition de x, par exemple

a[0;+ 1 [. En identi an t les parametres de Lagrange, on voit alors facilemert que = exp( )= 1=m,
et donc

1 X
p(x) = m exp m

Cette distribution est par exemplecelle de l'intensite du spedle.

2.5.3 Generalisation : fonction de partition

Le principe du maximum d'entropie est bien adapte quand l'information | consisteen un
certain nombre de moyennes.
Soit X une variable qui peut prendre lesvaleursx;k = 1:::n. m moyennessort donnees,de
la forme
X0
< fi(x) >= pcfi(xk);l = 1:::m
k=1

X
Avec la cortrainte additionnelle que pkx = 1, la fonction de Lagrange assiee au probleme

k=1
de maximisation de l'entropie est:
X xXn X
(p) = Ha(P (o 1) px L P (k)
k=1 =1 k=1
@ xXn
—@E = Inpc 1 (o 1) 1f1(Xk)

@ I=1
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En annulant toutes cesderiveespatrtielles

@
—(p) = 0:8k=1:::n
@Dk(p)
on obtient '
- .
Pk=exp o 1f1(Xk)
I=1
) X
La cortrainte pkx = 1 donne
k=1

. X xn '
exp( o) = Z( )= exp 1F1(Xk)
k=1 1=1

Z( ) estla fonction de partition. On veri e que:

8
2 = Inz()
P <hw> = ()

On de nit S commel'entropie maximum, donc correspondart a la distribution la plus probable
trouveeci-dessus.et I'on verie que

. xn
S=(H)max= ot 1 < fi(x) >
I=1

S ne depend que desdonnees c'est une mesureobjective de l'incertitude (il s'agit par analogie
de I'entropie de la thermodynamique).

Il existe bien d'autres relations entre |, < f|(x) >, Z( ), S ..., qui sort a la basede la
mecaniquestatistique. Par exemple:

{ ensenble canoniquede Gibbs (energiemoyenne x ee);
{ ensenble grand canoniquede Gibbs (energiemoyenne x ee+ nombre de particules x e)
Veri cation que S est bien un maximum absolu:

Inx x 1,0 x 1

donc 0 0
u u
pe In =% = 1 =0
k=1 P =t Pk
X X
avec Pk = ux = 1, donc
k=1 k=1

X 1
Hn(p) Pk In U_
k=1 k

avec egalite si et seulemen si les distributions p et u sort identiques.
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Soit maintenant

Uk =
alors

Hn(p)

Hn(p)

Hn(p)

S est donc bien le maximum absolu.

1 xn '
meXp - 1F1(xk)

X xn '
Pk InZ( )+ 1f1(Xk)
k=1 I=1

xXn

InZ( )+ 1 < fi(x) >
=1

S

exemple - 2.10

Quelle est la distribution d'entropie maximum si on xe la moyenneet la variance?

{ Cas discret { Lescortraintessort :

X X

<k>= kpe et 2+ < k>?= k®pk

On trouve donc immediatemert :

et il s'agit d'une gaussienng(l'identi cation desparametresde Lagrange n'est pas facile).

{ Cas continu { Lescortraintess
Y4

k=1 k=1

p=exp o 1k 2k

ort :
z

m= xp(x)dx et 2+ m?=  x2p(x) dx

On trouve donc immediatemert :

px)=exp o 1x  ox?

et par identi cation desparametresde Lagrange:

p(x) = N (x;m; ?)

37

ou l'on retrouv e la gaussienne

2.6 Annexe : metho de des multiplicateurs

de Lagrange

La methode des multiplicateurs de Lagrange est un outil mathematique largemert employe
pour les problemesd'optimisation souscontraintes. Nous allons la decrire dans le casde I'opti-
misation souscortrainte d'une fonction d'une variable vectorielle, mais elle est utilisable dans

un cadre bien plus gereral, et en particulier pour lesfonctions de fonctions.

Soit f (x) une fonction du vecteur x a n composartes, qui est de nie sur D, sous-ensernle
de R". On cherche a obtenir le vecteur ® qui minimise la fonction f (x) sur D, souscortrainte

que:

g(x)=0
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ou g est une fonction quelconquedu vecteur x (la contrainte). On supposeque les fonctions f
et g sort derivablesen tout point de D. On supposede plus qu'au voisinagede chaque point x
de D, g(x) = 0de nit une solution implicite :

par rapport aux (n 1) variablesxy, ..., X, 1, soit

@; @i

De plus, puisque

on a egalemen

@(x1;::5%n g;(xl;:::;xn ) | @l(xl;é:(:i;xn 1) . %({:) =0 8i=1wn 1
On peut ecrire cesequations sousforme matricielle :
0 @ @ 10 ) 1 9 i 1
%% %ﬁ%@;%:?@o%;si:;:::;n 1
@ @n @,

Leslignesde la matrice sort donc proportionnelles, et I'on en deduit

9l(k) = g(k); 8 i=1::n

Le minimum de f (X) souscorntrainte que g(x) = 0 est donc obtenu en minimisant la fonction :

(x)=1f(x) g(x)

ou estappelele multiplicateur de Lagrange.ll restecependart a obtenir la valeurde . Puisque
la solution est obtenue en minimisant la fonction de Lagrange ( x) = f(x) g (x), l'optimum
trouve, ®( ), depend de . Il faut alors identi er la valeur du multiplicateur de Lagrange en
resohant I'equation

gR( ) =0

operation que I'on designesousle nom d'identi cation du parametre.
La demonstration preederte se gereralise dans le cas ou plusieurs cortraintes sort ap-
pliguees,et on obtient la propriete suivante.
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Propri ete 2.10 (Multiplicateurs  de Lagrange )

Soit f (x) une fonction du vecteur X a h composantes, qui est de nie sur D, sous-
ensemblede R". Le vecteur ® qui minimise la fonction f (x) sur D, sousles m

contraintes:
k(x)=0; k= 1:m

peut &tre obtenu en formant la fonction de Lagrange

X0
(x5 )=1(Xx) kGk (X)

k=1

ou > 0, puis en cherchant ®( ) qui optimise ( Xx; ) sur D par
Q_(k( ); )=20; i=121:n
|
et enn enidentiant les contraintes

ow(R()) =0 k= L:m:
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Chapitre 3

Th eorie de la decision

3.1 Intro duction

Jusqu'a preset, nous avons vu commen calculer la probabilite d'un certain nombre d'hy-
potheses,au senslarge. Commert corvertir une mesurede plausibilit e (une probabilit e) en une
decision? c'est le but de la theorie de la decision.

La donnee des probabilit es de toutes les hypothesespossiblesconcernart un problemereel
n'est pas su san te, car toutes les hypothesesne sort pas equivalentes pour la decision nale.
Pour pouvoir prendre une decision, il faut de nir un critere mesurart 'opportunit e de chaque
decision, a la lumiere des hypothesesplus ou moins plausibles.

exemple - 3.1 Esperance de prot

On de nit l'esperancede prot par
X
<M >= Pk M
k=1
ou il y a n possibilites, chacunede probabilit e pc, et deprot nancier M.
Pour un capitaliste, il peut senbler interessam de toujours agir de facon a optimiser son esperance
de pro t.
Soit maintenant une piecetruqu eelegeremert (par nos soins), pour laquelle on a de bonnesraisons
de croire que face sort avec une probabilit e de 0.51. On proposea un quidam dans la rue de lancer la
piece,et on parie la sommeM g sur facea 50/50:

jouer <M >= 0:51My + 0:49( My) = 0:02My > 0

nepasjouer <M >=0
Est-ce que vous jouez tout votre argert, ce qui conduit a I'esperancede prot maximum?

3.2 Denitions

Un probleme de decisionest tr es similaire a un probleme de test d'hypothese,et generalise
celui-ci.
Voici la procedure generale:

1. Rassenbler toute l'information disponible sur le probleme; cecifournit le cortexte | (une
proposition logique).
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2. Enumerer les etats possiblesf j;j = 1:::mg du systeme (c'est-a-dire les hypotheses).
Determiner les probabilit es anterieures

p( jj1);j =1::tm

(par application du principe d'indi erence,du maximum d'entropie...)

3. Collecter les donneesV = V;V, . Digerer ces donneespour obtenir les probabilites
posterieures:

p( jjVI);j =1:iim

par application de la regledu produit :

p(Vijl)

pCiIVD) = 3Dz

ou p(Vj j1) decrit le modele de mesuredesdonnees.
4. Enumerer les decisionspossiblesfD;;i = 1:::ng.
5. De nir une fonction de perte

Lij = L(Di; j)
\ce que coOte de prendre la decision D; quand I'etat du systemeest ;". C'est ici que
s'introduit l'arbitraire dela methode: il n'y a aucun princip e general permettant de choisir

Lij .
6. Pour chaque decisionpossibleDj, calculer I'esperancede perte:

X _
K(Dj) = L(Di; j)p( jivl)
j=1

Dans cette expression,['etat du systeme ; apparadt comme une variable d'integration
(sommation). C'est un parametre de nuisance(on ne cherche pas a determiner I'etat dans
lequel setrouve le systeme, mais a prendre une decision).

7. Reglede discrimination ertre decisions(ou regle de decision):

choisir la decisionD;, qui minimise I'esperancede perte:

Di, = Argmin K (Dj)
D.

3.3 Cas particulier : detection

Consideronsle casparticulier simple suivant, maistresimportant en pratique, dela detection.
Nous lI'exposons sur un exemple an que les equations soiert plus \parlantes”, mais il se
gereraliseaisemen a tout problemecomportant seulemem deux decisionspossibles.

1. 1 = \Une batterie anti-aerienne est automatisee. Une camera permet I'observation du ciel
alertour. Sion detecteun avion, il faut prendre la decisiondetirer ou non. On a remarque
gu'en moyennela probabilit e qu'un avion passeestp."
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2. Lesetats possiblesdu systemesort pour nous
1 =\l y a un avion"
0 =\l y a pasd'avion”

avecp( 1jl) = petp( ojl)=1 p=q
3. V = \On a acquisune image du ciel."

8 i ‘

_ _ Ay PViol) _ p(Vjol)
2 p(oVl) = p(ojl) IE,\(/\_/“I)) - ?\(/vnl))
3 , _ POV al) o pV]) o

p(Vj ol) ! vraisenmblance qu'il n'y ait pasd'avion danslimage acquise.

p(Vj 11) ! vraisenblance qu'il y ait un avion danslimage acquise.
4. Decisionspossibles

Do = \On ne tire pas."
D, = \On tire."

1 O 1

0
L:%)LOO L01£:%>0 Lrg

Lio L La O

Lor = L, estle \coOt d'un faux repos," c'est-a-dire s'il y a un avion mais qu'on ne tire
pas.

Lip = L, estle\coOt d'une fassealarme," c'est-a-dire s'il n'y a pas d'avion mais qu'on
tire.

Loo = L11 = Ocar danscesdeux cason ne s'est pastrompe, et il n'y a donc aucuneraison
de penaliser cessituations.

6. Esperancede perte:
8

_ : _ p(Vj 1l)
2 K(Do) = Lip(1VI) = L 7‘(}\(/\(“?)
2 _ ; _ p(V] o

7. Tirer siK(D;) < K(Dy), c'est-a-dire si

PCuUVD) _ La |, | POVIAD)  gla
p( ojVI) Lt p(Vjol) pL;

3.4 Theorie de la decision : le point de vue classique

La reglede decisionqui a ete preseree precedemmer (D, = Argminp, K (Dj)) intervient
tout naturellement dansle cadre de la theorie logique des probabilit es.
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Du point de vue de la theorie classiquedes probabilit es (c'est-a-dire quand les probabilit es
sort interpretescommedesfrequences)/)'expressionde l'esperancede perte

. X0
K(Di)=  L(Di; j)p(jjVvl)
j=1
poseun probleme conceptuel.

Eneet, p( jjVI) n'est pasune distribution quel'on peut obtenir a l'issue d'une experience
aleatoire de mesured'une quartit e physique( ; estune hypothese,pasune quartit e mesurable).
Seulesdesquartit esdu type p(Vjl) ou p(Vj jI) peuvert etre interpreteesde cette facon.

Il est cependart possiblede cortourner cette di cult e de la facon suivante.

Denition 3.1 (Regions de decision et fonctions discriminan tes)

La decision nale ne peut &tre prise que sur la base des donneesuniquement. Une
regle de decision est donc constituee de la donnee de n fonctions discriminantes
p(DijVI) determineesde la facon suivante.
Si R estl'espace de de nition desdonneesV, R estla reunion disjointe desregions
de decisionsR; :::Rp ou sont vraies respctivement D1 ::: Dy :

[" \ o

R = Ri av&e Rj R; =, sli6]

i=1

et V 2 R; implique gu'il faille choisir la decision D;, c'est-a-dire par de nition

p(DijVI) = (Di Di\/) si V2 Ri\/

X
p(DjVI) = p(DijVI) est donc une fonction de partition entre les regions de

i=1
decisions puisqu'un seul des symimles de Kronecker est non nul a la fois.

En conequence,l'in uence de toute proposition Y sur la decision nale D ne peut sefaire
gu'atraverslin uence deY surlesdonneesV :

X
p(DijY1) = p(DijVI)p(ViYl)
\%

On de nit ensuite la perte conditionnelle.

De nition 3.2 (Perte conditionnelle )

Il s'agit de la perte enmurue si le syseme est dans|'etat ;, moyenree sur toutes
les decisions possibles

. X '
L(j)= L(Di; j)p(Dij ;1)
Dj

D'ou on deduit enprenant Y =,

X X ) )
L(j)= L(Di; j)p(DijVI)p(Vj jl)
D;i V
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D1

lllllll L1}
Rl tay,
R 3 "

N,

Fig. 3.1{ Representation schematique desregionsde decision.

Cette expressionne fait intervenir que desquarntit esbien de nies au sensclassique,a savoir les
fonctions discriminantes et le modele p(Vj ;1).

De nition 3.3

(Crit ere Minimax )

Pour une reglede decision xe, on cherchele maximum deL( ;). On cherche alors
la reglede decision qui minimise L( j)max :

( )
pm(DjV1) = Argmin  maxfL( j)g
p(DjV1) j

Ce critere revient a concerrer toute l'attention sur le cas le plus defavorable, sanstenir
compte de la probabilit e d'occurrencede ce cas.

La perte en moyenneest de nie par

De nition 3.4

(Perte en moyenne)

<L>=

L(CjeC i)

Attention, cette quartit e est naturellemert \bayesienne"(c'est-a-dire doit &tre comprise au
sensde la theorielogique desprobabilit es); elle fait intervenir une probabilit e anterieure, p( jjl ).

Cette dicult e est contournee dans les ouvragesqui ne font pas referencea la theorie logique
des probabilit es en disant que est I'etat du systeme de ni par des nombres mesurables(la
position, la vitesse...).

45
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Denition 3.5 (Crit ere de Bayes)

Pu(DjV1) = Argmin f< L >g

p(DjV1)
3

X X . . .
<L> = 4 L(Di; j)pVj jhp( jil)> p(DijvI)

Di V j

2 3

X X ) )
<L> = 4 L(Dji; j)p(V jl)>p(DijV1)

D;i V j

On voit donc que < L > est minimum si pour chaque V on choisit la decisionD;, pour
laquelle la quartit e entre crochet est minimum, puisqu'alors

p(DijvI) = (Di Di,)

L(Diy; j)p(V jil) L(Di; j)pV jil)

impliquent que
3 2 3
X X _ X X X _ _
<L>= 4 L(Di; eV jil)d 4 L(Di; j)p(V jj1)S p(DijVI)
% i Di V i
Mais cette solution estidentique ala reglede minimisation de l'esperancede perte intro duite

au debut de ce chapitre, puisque
2 3

K=" LD RV = — 4 LD RV i)
1) — - (| p JJ - p(VJI) j (K| p JJ
soit X X
<L>= K (Di)p(Vjl)p(DijVI)
D;i V
Donc quel que soit V, le minimum de < L > est obtenu en choisissarn la regle de decision
p(DijV 1), donc la decisionD;, qui minimise K (Dj).

3.5 Strat egie de Neyman-P earson

La strategie de Neyman-Pearsonconcerneplus particuli eremen le problemede la detection
etudiee precedemmen sur un exemple.C'est un casparticulier de la section precederie.

Dans un problemea deux etats (signal preser ou non) et a deux decisions(declender le tir
ou non), il y a deux sourcesd'erreur :

D1 o : faussealarme avec une probabilite p(D1 ojl)

Do 1 : faux reposavec une probabilite p(Do 1jl)
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Cesprobabilit esde faussealarme et de faux repos peuvert &tre evalueesconnaissan la regle
de decisionp(DjV1) (voir calcul plus bas).

La strategiede Neyman-Pearsonconsistea xer par exemplela probabilit e de faussealarme,
et a minimiser la probabilit e de faux repos souscette contrainte. Il s'agit donc d'un probleme
de Lagrange decrit par les equations suivantes:

pP(D1 ojl)

(p(DjV1)) P(Do 1jl) + p (D1 ojl)

est la fonction de Lagrange a minimiser, et le parametre de Lagrange correspondart a la
contrainte. Pour chaque valeur de il faut obtenir la reglede decisionp (DjV 1) qui minimise

S'il I'on connait preciemert la valeur de , il faut ensuiteidenti er la corntrainte, c'est-a-dire
trouver la valeur ¢ pour laquelle p(D1 ojl) = . Dans la strategie de Neyman-Pearson,on ne
consicere pas la valeur de  x ee, et I'on cherche a obtenir plutdt tous les compromis possibles
ertre probabilit e de faussealarme et probabilit e de faux repos. Ceux-ci sort obtenus en faisan
varier de0al, oudefaconequivalente de+1 a0 (voir gure 3.2, et calculs ci-dessous).

p(Do 1jX)

p(D1 ojX)

Fig. 3.2{ Le parametre permet de decrire I'ensemblede la courbe.

Calculons les probabilit esde faussealarme et de faux repos:

p(Do 1jl) = Q(Doj 1)p( 4jl)
= P(DojV1)p(Vj 11)p( 1jl)
P(Do 1jl) = P(DojV1)p(V 4jl)

\Y
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On montre de mémefacilemert que

X
pP(D1 ojl) = p(D1jVI)p(V ojl)
Vv

ou plus gereralemen (ce qui inclue les casde vraie alarme et vrai repos)

X
p(Di jjl) = pDijVI)pV jjl)
Vv

pouri etj egauxa 0 ou 1. On en deduit lesresultats suivants. D'une part en posart
0 1 0 1

0 L 01
LijZ%D rgz% g soit :F
r

Ly O 0

on voit que
<L>=p(Do ajl)+ p(D1 ojl) =

ce qui prouve que la strategie de Neyman-Pearsonest un cas particulier du risque de Bayes. I
n'en reste pasmoins que de calculer les probabilit esde faussealarme et de faux reposdonne une
bonne idee des performancesdu systeme, et permet une represenation simple des compromis
possibles.

D'autre part on a de facon evidente

X X
p(Di jjl) = p(Do ojl) + p(Do 1jl) + p(D1 ojl) + p(D1 1jl) =1
Di

ce qui implique que si p(Dg 1jl) = 1 alors p(D1 ojl) = O et reciproquemer, ce qui permet
d'obtenir les points extrémesde la courbe de la gure 3.2.

Precisonsen outre la relation ertre et .Si = 0,alors o= p(Do ijl), et la minimisation
aboutira ap(Dg 1jl) = Osoit = 1.Inversemem, si ! 1, I p (D1 ojl), etlaminimisation
aboutira ap(Dy ojl)! 0,soit ! 0.
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3.6 Exemple : detection de bits

I = \On considereun systemelineaire, pour lequel on mesureune tensionv a un instant
isole. On doit decidersiun signald'amplitude xe s estpresen ounon,an d'inscrire
un 1 ou un 0 dansune memoire (echantillonnage). On sait que le bruit d'acquisition
estcertre et de variance 2. p, g, L, et L, sort supposesdonnes."

1 = \Le signal d'amplitude s est presen."”
0 = \Le signal d'amplitude s est absen."
D; = \On inscrit un 1."

Do = \On inscrit un 0."

V = On mesurela tension v."

Quel modele de mesure devons nous employer? Nous savons que le bruit d'acquisition est
certre et de variance 2, et quele signal attendu ests si 1 estvraie et 0 sinon (ou ¢ estvraie).
La tension mesuree a donc pour moyennes si 1 est vraie et 0 sinon, et pour variance 2. En
appliquant le princip e du maximum d'entropie on obtient donc:

8

2 p(Vjl) = N(s; ?)
> .

“ p(Vjol) = N(v0; ?)

D'ou I'on deduit !
p(Vj 1l) _ N(vis; 2) _ oxp 2V 2
p(Vio) NG 2 P T2

La reglede decisionest donc de choisir D1 si

!
p(Vj 11) vs &2 qla
—— = eX - > -_=
p(Viol) P T oL,

et Do sinon. En prenart le logarithme de cette derniere expression,on voit que la decision
est prise en comparart la tension mesuree v a un seuil v, predetermine (donne seulemen par
l'information 1), soit choisir D1 si

2
S L
v>vb=§+—ln dta

et Dg sinon.
On peut maintenant calculer les probabilit es de faussealarme et de faux repos.

X
P p(DojVI)p(Vj 1l)

P(Do 4jl) =
Z,
= p N (v;s; 2)dv
1
. Vp S
pDo4jl) = p =
ou ( x) estla fonction erreur de nie par:
Z

. X
(x) = 912: exp( t2=2)dt
1
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De mémela probabilit e de faussealarme est

X

a  p(DyVI)p(Vij ol)
i

q N(v0; ?)dv

Vb

p(D1 ojl)

V|
q 1 =

p(D1 ojl)

Par exemplepour q= 10p et L, = 10L,, Vp = S=2, p(Do 1jl) = 2:7%, et p(D1 ojl ) = 0:27%.
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Chapitre 4

Estimation de param etres

4.1 Intro duction { Probl ematique

4.1.1 Appro che classique

L'objectif gereral de I'estimation de parametres est d'extraire d'un signal les informations
gu'il cortient. Cette information a obtenir est constituee du vecteur parametre (a n compo-
sartes). Le signal attendu jx > est suppose dependre du vecteur parametre

R"™ |  espacedessignaux (discret ou cortinu)
7 x>
avec jx >= x (t);t 2 R pour un signal continu et jx >= x (i);i = 1:::m pour un signal
discret.
exemple - 4.1 Radar ou sonar

Pour la mesure d'un temps, un signal connu x(t) (une impulsion electromagretique, optique ou
sonore)estemis, et re edi par la cible dont on veut conndtre la distance.le signal recu est proportionnel
a x(t ), ou est le parametre a determiner. On mesureainsi la distance d = %c , ou c estla
celerite desondesutilis ees.

Si la cible est mobile, on peut de plus mesurer sa vitesseradiale par e et Doppler: si le signal x(t)
emis est a bande etroite autour de la frequence o, la frequencedes signaux recus sera o + , avec

\% . . .
— = 2% (v; @ vitesseradiale de la cible).
0

Il est clair que les signaux adaptes a la mesure d'un temps (signaux large-bande, donc de courte
duree) ne le sort pas necessairemenpour la mesured'une frequence(signaux a bande etroite, donc de
grande duree). C'est I'ambigust e temps-frequence.

De facon gererale, le signal obsene jr > (ou r(t)) estforme du signal attendu jx , > et de
bruit jb>, ce qui constitue le modele de mesure

ir >= jx ;> +jb>

{ Le bruit jb> estun signal aleatoire, dont il convient de xer lescaracteristiquesau mieux
pour ameliorer l'estimation.

{ o estla valeurinconnue du parametre, et jx , > estun signal certain mais inconnu.
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{ jr > estle signal obsene, c'est donc un signal certain.

Denition 4.1 (Estimateur )

Un estimateur "(r) est une fonction certaine de I'observation jr >, dont on voudrait
que la valeur soit proche de ¢ quandjr >= jx , > +jb>, ou jb> estle bruit de
mesuee.

Nous preciseronsplus loin les proprietes desirablesd'un estimateur.

4.1.2 Analogie avec le test d'hypoth ese

Le problemede l'estimation de parametres est formellemert identique au test d'hypotheses.
En de nissant

{ I = \Le signal mesure est en moyennejr >= jx , >, ou g estune valeur particuli ere du

parametre ."

{ H = \Le parametre a pour valeur ."

{ V=\0On amesurejr >."
Il est clair que la speci cation des proprietes statistiques de jb > dans l'approche classique
equivaut a la donneede p(VjH 1I).

Le probleme est alors de choisir une deshypothesesH . Nous avons vu que pour celanous
pouvons utiliser le principe du Maximum a Posteriori :

"vap = Argmax p(H jVI)

ou si toutes les hypothesessort equiprobables(p(H jlI) = constarte) le princip e du Maxim um
de Vraisem blance :
“wv = Argmax p(VjH 1)

Dansla suite, nousutiliserons l'estimateur du maximum de vraisenmblance (nous consicererons
donc toutes les hypothesesequiprobables).
Notation abusive:

p(rj ) = p(VjH 1)

4.2 Signal dans un bruit gaussien

Comme souwert, I'hypothese que le bruit de mesure suit une statistique gaussienne(loi
normale) permet de simpli er les calculs.
Les calculs qui suivert sort faits en notation vectorielle (signaux discrets). La generalisation
aux signaux cortinus estimmediate.
0
V]
jb>= %

b

1

:
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On supposeque le bruit estcertre, et quel'on connait samatrice de covariance! jj =< b >.
Alors le princip e du maximum d'entropie nous conduit a attribuer a ce bruit une distribution
gaussienne

Po— m 1=2

pb= 2 i Fexp %b‘/ 1h
On a alors
prid= "z T e S x) i x)

puisquejb>= jr > j x > sousl'hypotheseH .
De nissons la log-vraisenblance:

Vi) Enpei )= 2 x ) Mrox)

Chercher le maximum de p(rj ) revient a chercher le maximum de V(rj ), ou encorele minimum
de(r x )Y *Xr x), quiestuneforme quadratique.

Si de plus le bruit est blanc, c'est-a-dire que jj = No j, ou No est la puissancede bruit,
alors
y 1 _ 1 y
(r x) r x) = —(r x)({r x)
No |
1 X .
= N dn O
0 i=1
1
= —kr x k2
No
On en concluedonc
Propri ete 4.1 (Moindres carr es)

Dans le cas de la mesue dansun bruit blanc gaussien,chercher le maximum de vrai-
semblane revient a minimiser I'eart quadatique entre le modelejx > et l'observee
jr > :

“Mc = Argminkr  x k= Argmin <r X jr x >

Il s'agit dans ce casde minimiser la distance ertre jr > et jx >.

4.3 Fonction d'am biguete

Nous nous placons toujours dans le cas du bruit blanc gaussien.Quelle est la qualite de
I'estimateur desmoindres carres “yc ?

1. Les calculs qui suivent sort e ectu espour dessignaux a valeurs complexescar ils serviront egalemen pour le
formalisme de I'enveloppe complexe decrit plus loin. En particulier, le symbole y represene le complexe conjugue
transp ose.
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4.3.1 Moyenne et covariance de l'estimation des moindres carres
Sion supposejr >= jx ;> +jb>,

<r Xxjr x> = <x x, bx x, b>
= <X X X X,>+<bb> 2<f<x x,b>g

On supposede plus que les perturbations apporteespar le bruit restert faibles. Ecrivons les
termes de I'equation preederte en notations cortinue:

z
% < X ij X, >= RjX('t; ) x(t o)
bib> = Jb(t)j2
§ X on>— R(X(t;) X(t; o)) b(t) dt
Posons = o+ d , soit ennotation deweloppee

R

Alors au premier ordre:
X
Xt ) X o) @4 o
i=1 —!

X(t ) x4 ) = (t o)—(t o)d id |

|ljl@'

On pose

-
Z

Pt E o at
R i

d'ou
X0

2<f<x x,b>g 2 P:d;=2P"d
i=1

On posede plus

\

Ajj = R< (t 0) (t o) dt

alors

_ X .

JX X, > Aij d idj = d ":Ad
i=1j=1

Au total, au voisinagede o nousavons:

<bhb> dT:Ad 2PTud
< bb>+PT:A P (d +A LP)T:Ai(d + A 1P)

<r Xijr x >
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En e et, compte tenu du fait que A est symetrique, AT = A et (A )T = A 1. Dautre part
(A P)YT=PT:(A HT =PT:A L etPT:d =d:PT, dou

d+A LP):A@ + A LP) d ":Ad + (A LP)T:Ad

+d TAA LP)+ (A LP)T:A(A LP)
= d":Ad +PT:A LAd

+d T:AA LP+PT:A LAA LP
dT:Ad +2PT:d + PT:A 1P

d+A LP):A@ + A LP)

La matrice A estde nie positive?, donc<r x jr x > estminimumsid + A 1P =0,
soit

ld = AP

C'est-a-dire que sousl'e et de la perturbation P due au bruit, le minimum sedecaleded :

AMC 0 A 1ZP

On peut maintenant chercher ce qui se passeen moyennequand on considere tous les bruits
possibles,ou tous les signaux attendus possibles.L'esperance E["wc] est la valeur predite en
moyenne par l'estimateur desmoindres carres.

Z
E'vcl= ‘“wc p(rj)dr= o A “E[P]= o

car l'operateur valeur moyenne est lineaire et le bruit certre. On dit que l'estimateur est non-
biaise.
On peut de m&émede nir la covariance de I'estimation par:
h i

_ A 7 T
e - F (mc  0:('mc o)

d'ou

~ =A LEPPT]A T
MC

avec E[P:P "] la covariance des perturbations apporteespar le bruit.
zZ Zz

E[Pi:P, ] = &

AN
. @(t, 0) @ (u; o) E[b(t)b (u)] dtdu

Or E[b(t)b (u)] = Ng (t u) puisquele bruit estblanc, donc
z

EPR = No 2 o)%(t; D) dt= NoA,

et donc

— . 1
/\MC - NOA

2. Si une matrice M est de nie positive alors uY:M:u 0 quel que soit le vecteur u.
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4.3.2 Relation a la fonction d'am biguste

La fonction d'ambiguste pour un parametre estgeneralemen de nie dansle casou I'energie
du modele du signal ne depend pas de

<XjX S = Cste
On peut ecrire
<Tr Xjr x >=<rjr>+<xjx > 2<f<xjr>g

Le minimum de cette forme quadratique correspond au maximum de < f< x jr >g, puisque
I'energiedu modele du signal est constarte et que < rjr > ne depend pasde . On ecrit encore

<f<xjr>g= (;o)+<f<xjb>g

en tenant compte de cequejr >= jx , > +jb>.

De nition 4.2 (Fonction d'am bigu-t e)

Dans le cas ou I'enemie du madele du signal ne depend pas de , la fonction d'am-
bigute est de nie par:
. zZ
(;0=<f<xjx,>g=< X (t )x(t; o) dt

La fonction d'ambiguste est maximum pour = . En eet, en utilisant l'inegalite de
Schwartz (produit scalaire):

J (G oP=i<xjx,>% <xjx >< X,4ix,>=] (0 0)j?

D'autre part, on a:

@
Q@i @;

ce qui fournit un autre moyen de calculer la covariance de l'estimation desmoindres carres.
En e et,

z (z & L)
ix(t; )j>dt=C%® ) 2< —(t ) (t ) + (t () dt =0
R R @@

@
@i @;

Aj = ——(o0 0

) A

(0,0=0

pour = .
En particulier, dansle casde l'estimation d'un parametre scalaire:

2 No
2 - __No

MC d?
F( 0; 0)

Puisquela deriveede la fonction d'ambiguete est nulle en  (au maximum), la derivee seconde
de nit un rayon de courbure de la parabole osculatriceen . On en concluedonc qu'une bonne
estimation correspond a une fonction d'ambiguete tr es piquee, c'est-a-dire a une forte valeur de

la derivee seconde.
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4.3.3 Fonction d'am biguete modi ee

Dans le casou I'energiedu modele du signal n'est pas constarte, donc depend de , il est
toujours possiblede de nir une fonction d'ambiguete par:

Denition 4.3 (Fonction d'am biguete modi ee)

Dans le cas ou I'enemie du maodele du signal depend de , la fonction d'ambigute
est de nie par:

(;0)=:<f<xjxo>g :—2L<xjx >

Il estfacile de montrer quelesproprietesde la fonction d'ambiguste demortr eesprecdemmen
restert vraies. En e et, on atoujours ( ; g) ( 0; o), puisque

. 1 ) 1 .
( ;o) (050 = <f<xjx,>9 é<x1x> E<xojx0>

1 .
5SS X XX X, >

(:0 (o050 0

D'autre part

(z )
@ @x
X = < t )x(t; dt
ae () R@i(@,-( )X(t: o) o
Z H
1 @ @& @x
— X —(t; )=—(t; ) + t; )x(t; dt
> . @i( )@,-( ) @i@j( X(t )
d'ou pour = g:
@
4.4 Mesure d'un temps
4.4.1 Mesure avec un signal gquelconque
Le signal emis x(t) estrecu avecun retard , qui estle parametre a estimer, de sorte que

(on ne prend pas en compte une attenuation evertuelle)
jx  >=x(t )

L'energiede ce signal est
z z
<X jx  >=  jx(t )j2dt = jx(t)j?dt = Ey
R R

L'energieest donc independarte du parametre, et la fonction d'ambigu-te est:
z
(5 o0=¢< X (t ):x(t o)dt
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Soit la fonction de correlation de x(t) :
Cxx ()= x(t )x(t)de
alors

( ; o0)=<fCxx( 09
Le principal interet de la fonction de correlation est qu'elle est la transformeede Fourier inverse
de la densite spectrale: h i
Cxx () =TF * jx()j?

ou x( ) estla TF de x(t) de nie par
8 z

3 x( ) Fax(t) exp( 2i t)dt

Z
)

Rx( ) exp(+2i t)d

La variance de l'estimation du temps de retour est donnee par la derivee secondede la

fonction d'ambigute: ( )
d? d’Cx x
d 2( 0 0) =< d 2 (O)
Z
Cxx() = RJ'*( )i®exp(@  )d
z
dC . . : .
50 = @) . JPexp2i )d
CIZ()—(4)RJ>%()Je><|O(2I )d
d'ou l'on tire ( ) 7
d? d’C . ,
g2 0 0=< g =(47 I )d
On a donc
¢ = 2 o = 2z No
d 2 2; 2
d 2( 0, 0) 4 R JX'( )J d
Propri ete 4.2 (Estimation d'un temps de retour )

La variance de l'estimation d'un tempsde retour est

¢ T 422E,
ou 2 estl'epanouissementfrequencielde ni par
z
. %jx( )jd
2= R 000000
px( )i*d
R

Ex estl'enemie du signal, et Ex=Ng le rapport signal a bruit.
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4.4.2 Mesure avec un signal passe-bande : envelopp e complexe

En pratique, le signal x(t) utilise est souvent constitue a partir d'une porteuse modulee.
Le signal utilise pour 'estimation ne serapas en genreral le signal emis x(t) decak en temps,
mais I'enveloppe de ce signal. On doit dans ce casobtenir la qualite de I'estimation a partir de
I'enveloppe complexedu signal plutdt qu'a partir du signal lui-me&me. Ce procede intuitif peut
etre introduit rigoureusemen a l'aide de la notion de signal analytique complexe.

Denition 4.4 (Signal analytique )
Le signal analytique z(t) (fonction a valeurs complexes)est ass@ie au signal reel
x(t) par:

2 )=2H()x()
ou H( ) estla fonction de Heaviside (nulle pour < 0, egalea 1 pour 0).
(u. a) (u. a)
1 2
0 0 0 0 0 0
j*( )j?: spectre symetrique #( ) : signal analytique
(u. a)
2
0 0 0

a( ) : enveloppe complexe

Fig. 4.1{ Extraction de I'enveloppe complexed'un signal reel.

Pour calculer le signal analytique, il sut donc de ne consener que les frequencespositives
du spectre initial, et de multiplier par deux le resultat. Cette de nition qui peut appardtre
arbitraire est eclairee par la propriete suivante :
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Propri ete 4.3

Soit le signalreelx(t) = (t) coq2
Si la fonction complexea(t) =
alors

z(t) = (t) exp(2i

(t) exp(i* (t)) esttelle queja( )j = 0si <

a(t) estl'enveloppe complexedu signal reel x(t), et exp(2i

CHAPITRE 4. ESTIMATION DE PARAM ETRES

(Th eoreme de Bedrosian )

ot+' (), ou et' sontdesfonctions reeles.

0,

ot + 1" (1)) = a(t)exp(Z ot)

ot) estla porteuse.

En principe, la valeur de ¢ n'est pasimposee. |l estd'usagede choisir g telle que

z

ja( )j*d =0

c'est-a-dire que I'on certre le spectre de I'enveloppe complexe (signal passe-bas).

Remarque : Le signal analytique fournit une de nition rigoureusedu procede usuelen physique
qui consistea remplacer une fonction harmonigue reelle du type cog! t) par exp(i! t) (ondes
planesen optique, en electromagretisme ou en acoustique, signal sinusedal en electricite,...).

Calculons la fonction de correlation du signal x(t) en fonction de celle de son erveloppe

complexea(t) :

Z
Cxx() = jx()i’exp@ )d
VA Z
= p( )ifexp(@ )d + pe( )i%exp( 20 )d
1R2 f*z
= 7 = )iZexp(@  )d + 7 A )iZexp( 20 )d
R R
= %sz( )+ %sz( )
12 12
= - z(t D)z)dt + = z (t+ ):z(t)dt
12 12
= - z(t )iz()dt + =z (t):z(t )dt
12 ) 1%
= 2 a(t ):a(t)dtexp2i o ) + 2 a (t):a(t Ydtexp( 2 o )
Cxx() = <fCan()exp(@ o)g

Cette expressionsigni e que le terme lentement variable Caa ( ) est rapidemert module le

terme exponertiel. En pratique, au voisinaged'un temps

tres rapidemert erntre %jCAA( )j et

donne, la valeur de Cx x ( ) varie

%jCAA( )j, de sorte que I'on peut ecrire (en negligean

I'in uence de la phasede Cx x ( ), qui decalele systeme de frangesd'une quartit e negligeable

devant le nombre de periodes decrites):

Cxx () 2iCan(dicos2 o)

%jCAA( )j estdonc I'enveloppe de la fonction de correlation du signal. En pratique, lessystemes
d'analyse ne pos®dert pasune resolution su san te pour distinguer les frangesmodulatrices, et
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ne permettent de detecter quel'enveloppe dela fonction de correlation. On endeduit immediatemen
gue danscecas:

Propri ete 4.4 (Estimation d'un temps de retour par I'envelopp e complexe )

La variance de l'estimation d'un tempsde retour par I'enveloppe complexeest

¢ T 4 272E,

ou 2 estl'emanouissementfrequenciel
z
*ja( )j*d
B
ja( )j*d
B

2

Ex = Ea=2 estI'enemgie du signal, et Ex=Ng le rapport signal a bruit (Ng est la
puissane de bruit dansla bande B autour de la frequene ¢ de la porteuse).

On peut remarquer que dansle casou l'on est capablede resoudrelesfrangesde modulation,
I'epanouissemenfrequencielest bien plus grand:
Z

_ ?ja( )j*d
2-_B 00 4
ja( )j*d
B
Cependart cette situation theorique se heurte a de gravesdi cult estechniques!

4.4.3 Conception de signaux adaptes a la mesure d'un temps

D'apres I'etude precederte, il est clair que pour une energie du signal x ee et pour une
bande donnee(donc pour un rapport signala bruit donne) il faut utiliser un signal qui maximise
I'epanouissemenfrequertiel 7z

’ja( )j*d
ja( )j*d
B
souscortrainte que 7
ja( )j*d =0
ou B est la bande disponible. Ce probleme n'a pas de solution simple, et il faut ajouter en

pratique descortraintes de realisation.

Puissance constante sur la bande { Sija( )j estconstarte, alors
s

a( )= =texp( ()

ou la phase' ( ) n'est pasimposee.ll estdonc possiblede jouer sur cette phasepour ameliorer
les caracteristiques de la detection.
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r—
. . E
Puissance et phase constantes { Si' ()= 0,alorsa( )= —2 et
s
2= Ea p
a(t) = a( )exp(2i t)d = ETF [rect( =B)] = BEasinc(Bt)
B=
De plus .
Z =2 E. 1 . B S  EB?
2 i2 — a a
= -2 = 2 = =
= ja( )id B 3 2 12
d'ou
2
—.- B°
12
et
C T 2B2E,

Le defaut de cesignal est que sapuissancetemporelleja(t)j2 = BE,sinc®(Bt) esttresconcerir ee
al'origine (cette fonction tend versun Dirac quand B tend versl'in ni), cequi rend saproduction
et son emissionplus dicile. Pour eviter cette concenration de I'energieon peut jouer sur la
phase' ().

Signal \c hirp" { Un signal chirp est une gaussiennede phase.

()= 2
soit s
E ,
&)= Ztexpi ?)
B
On en deduit
E N RN E ot
ay=  2TF rect( =B)expl (C ) =exp i -
pourvu que 1=B?, c'est-a-dire si la gaussienneoscillebeaucoupdansla bande3. Le domaine

de de nition det ou cette approximation estvalable estlimite a l'intervalle[ B =2;B =2], en
dehorsduquel a(t) 0. La variance de I'estimation du temps (2: est inchangee par rapport au
signal a phaseconstarte (puisqu'on a toujours ja( )j = 1), mais I'energietemporelle du signal
est repartie sur I'ensenble de saduree:

E
ja(t)j 5

3. Cette situation possdeune analogieoptique immediate. L'ombre porteea la distance d derriere une ouverture
rectangulaire est donnee par la diraction de Fresnel, soit exactemert I'expression precederte avec B la largeur
de l'ouverture, = 1=d, ett la frequencespatiale. Si l'ouverture esttresgrande devant la longueur d'onde ou la
distance d'observation su sammen t proche, 'ombre consene la forme rectangulaire.
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Une application commerciale { Si l'enveloppe a(t) est modulee par un code (t) (par
exempledes sauts\al eatoires" ertre 1 et 1)

z(t) = (Ha(t)exp(2i  ot)

pour realiserla correlation de I'enveloppe, il faudra conndtre le code.

Un satellite emettant ce signal code permettra par exemplede sepositionner sur Terre, mais
le prix de vente dependra de la longueur de code achetee, puisque la precision de localisation
estinversemem proportionnelle au carre de la dureeacquise,ou inversemen proportionnelle au
carre de la bande. C'est par exemplele casdu GPS (Glokal Positioning Systen), ou la longueur
de code venduepour les applications civiles (navigation, cartographie...) est plus petite que celle
gue seresene les militaires.

4.5 Mesure d'une frequence

Le problemede la mesured'une frequenceest similaire a celui de la mesured'un temps. On
emet le signal x(t). Apresre exion sur une cible en mouvemert, le signal recu est translate en

frequencede:
f \Y;
= 2_r
f c
ou v, estla vitesseradiale de la cible et c la celerite desondesultilis ees(e et Doppler classique).
Il est clair que la translation de frequencen'est proportionnelle a v, que lorsque le signal x(t)
est constitue d'une enveloppe a variations lentes modulee sur une porteuse, car alors
f f Y
- 2r
f 0 Cc

De plus, danscecaslesfrequencegositivessort translateesde+ f, et lesfrequencesegatives
de f,cequirendleformalismelourd sansutilisation du signalanalytique z(t) = a(t) exp(2i  ot),
qui n'utilise quelesfrequencegositivesdu signal de depart. On ecrit le signal recu sousla forme
iZ ¢ > ouZ f). L'energiede ce signal est independarte du parametre a estimer ( f):
zZ zZ
<ZjZ¢>= ¥ £)i7d = jz( )j*d =< ZojZo >

La fonction d'ambigu-te est donc
) Z
( f; fo)=< z( f)z( fo)d

soit en utilisant la fonction de correlation en frequence
z

Crz(f) z( f)z)d =<ZijZo >
Z
C,r(f) = jz()j?exp(2 ft)dt

( f; fo) < Cpp( f fo)

On obtient donc de facon similaire a I'estimation d'un temps de retour :
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Propri ete 4.5 (Estimation d'une frequence par I'envelopp e complexe )

La variance de l'estimation d'une frequene par I'enveloppe complexeest

2 -1 No
cf 4 2 t2Ey

ou t2 estl'epanouissementtemporel de ni par
Z

(t to)?ja(t)j?dt
T

ja(t)j%dt

et Z
tja(t)jdt
z

to =
ja(t)j?dt

Il est donc evidert qu'a l'inverse des signaux adaptes a la mesured'un temps, les signaux
adaptesa la mesured'une frequencedoivent avoir une grande duree,donc un spectre etroit.

Remarque { On peut toujours imposerty = 0 en decalart l'origine des temps. Ainsi les
equations sort completemert symetriques de cellesde la mesured'un temps.

4.6 Inegalite de Cramer-Rao

Jusqu'a presen, nous avons considcere le cas particulier du bruit blanc gaussien,et nous
avons obtenu la variance de I'estimation du maximum de vraisemblance dans ce cas:

— . 1
/\MC - NOA

avec

@

Ai' = ——
I @@;

(0;0):

Existe t'il unerelation senblable dansle casou la vraisermblancep(rj ) n'est pasnecessairemen
une gaussienn® C'est I'in egalite de Cramer-Rao.
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Propri ete 4.6 (In egalit e de Cramer-Rao (param etre scalaire) )
d h/\ i 2 d h/\ i 2
h i —E "(r) —E "(r)
N .2 ..d _ nd
E j(r) | " S = 7 #
E d—lnp(rj ) E plnp(rj )

ou “(r) estun estimateur quel®nque du parametre salaire  ("(r) ne depend que
desdonneesr), et E[:] estl'esperance relative a la vraisemblane p(rj ):
4

E[f ()] = f(r)p(rj )dr

#
2

ou f (r) estune fonction quelonqueder. E % Inp(rj ) estappelee courbure de

la log-vraisemblane.
Preuv e { Par de nition : 7

E["(N1= "(r)p(rj )dr
donc q b q
N _ Ny 9 .
FELI= ") et Hdr

De plus 7

Lo yr = 0

donc b q
d—p(rj )dr=20

d'ou d b d
FECEI= (0 g dr

Maintenant q 1 d
g NPT = S R
donc d b d
d—E[A(r)] = (") )n(r] )~ Inp(rj )dr
Si on pose
. q
fry = (") ) p(rj)
. 9——d :
gr) = p(rj)g-Inp(rj )

on voit alors que
d_ A .
d_E[ (N=<fjg> :
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L'in egalite de Cauchy-Schwartz permet d'ecrire

j<fjg>j? <fjf >:<gjg> ;

donc ENRE Z.A o Zd R !
gE O )y ey ydr = o=Inp(ry ) p(rj )dr
soit g h iz _h N "4 !
—E "(n) E j(r) J°:E —lInp(rj)
d d
ce qui montre la premiere partie de I'in egalite.
Puisque 7
d . _
d—p(rj )dr =20
on a aussi 7

.. d )
P(rj )~ Inp(rj )dr = 0
et en derivant encoreune fois
Z Z 2
d . .d . .. d .
R ) Inp(rj )dr +  p(rj )g Inp(rj )dr = 0

L & )

., d 2
p(ri ) 5-Inp(rj ) dr

et donc " ” " “
d | 2 £ d? | .
E g hp(i) = gz NP )
- - 4
ce qui montre la secondepartie de I'in egalite. Par de nition, E qz Inp(rj ) estla courbure

de la log-vraisenblance, et joue un rple similaire a celui de la derivee secondede la fonction
d'ambigute dansle casde I'estimation desmoindres carres.

L'in egalite de Cramer-Rao est valable quel que soit I'estimateur "(r), c'est-a-dire pour une
fonction quelconquedesdonneed Elle ne deviert interessate que si I'on imposedescortraintes
supplemertaires sur la qualite de cette estimation, ce qui conduit aux de nitions suivantes.

Denition 4.5 (Estimateur non biais €)

Un estimateur non biaise esttel queE["(r)] = si estla vraie valeur du parametre.
C'est-a-dire que pour  x ee, la moyennede “(r) prise sur toutes les realisations
possiblesde la mesue est egalea

L'estimateur des moindres carres '\MC dans le cas du bruit blanc gaussienest non biaise,

ainsi que nous I'avons montr e plus haut. Dans le casgeneral, rien ne prouve que I'estimateur du
maximum de vraisenblance soit non biaise: celadepend de la forme de la vraisemblance p(rj ).

Denition 4.6 (Estimateur e cace )

Un estimateur e ¢ ace estun estimateur non-biaise qui atteint lesbornes de Cramer-
Rao.
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h

. . d i
Dans le casd'un estimateur non biaise, d—E “r) =1, etdonc

h,\ _i 1
E ) 2 - #
E Flnp(rj)

L'egalite (estimateur e cace) ne peut &tre veri ee que si f (r) est colineaire a g(r) dapresla
demonstration preaderte, soit g(r) = k( )f (r) ou k( ) est une fonction quelconquede ne
dependart pasder, soit

Linptri )= kW )
Consideronsmaintenant = "\ . Pour cette valeur, on a par de nition
Linptri = "w)=0
puisque = “wv estle maximum de la vraisenblance p(rj ), et donc
"(r) = "wv

- N . . . .
si " (r) estun estimateur e cace, ce qui montre la propriete suivante.

Propri ete 4.7 (Estimateur ecace et maxim um de vraisem blance)

S'il existe un estimateur e ¢ ace pour un probleme d'estimation de parametre, alors
il s'identie ave I'estimateur du maximum de vraisemblane:

A(r) = "W

Dans ce cas, I'estimateur du maximum de vraisemblane estdonc egalemente ¢ ace.

Il faut remarquer que cette propriete est seulemen une implication et n‘admet pas de
reciprogue en general. Par ailleurs, dans tout ce qui precede, on peut remplacer la vraisem-
blancep(rj ) par la probabilit e posterieure p( jr), et I'on obtiendra qu'un estimateur e cace au
sensde p( jr) s'identie avecl'estimateur MAP.

Corresp ondance avec le cas du bruit blanc gaussien { Verions que l'inegalite de
Cramer-Rao permet bien de retrouver le resultat obtenu directemert en supposart le bruit
blanc gaussien.

1
; - ste 2
Inp(rj ) = C —ZNokr x k
1
- ste H
C 2Ng <r xijr x >
1
= (st WO< X X, kix X o b>
. 1 : . ,
Inp(rj ) = C% _Z (<X X, x Xx,>+<bb> 2<f<x x,b>q)
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Donc si le bruit est blanc et certre

E[lnp(rj )] = C* i(< X X

NG olX X , > +Np)

Oou encore
4

Ellnp(rj )] = C° Xt ) x(t o)i%dt

2N
D'autre part il faut calculer

d? . # d? .
E Fln p(rj ) = FE [Inp(rj )]

Z
d : 1 @&
—E[np(rj )] = G< (&) x(t 0)—=-(t )dt
d Noo @ )
4 Z
d? _ 1 _ LB @, 2
g 2Elnp(ri )l = No© (x(t; ) x(t; o))@(t, )dt + @(t, ) dt
Soit pour = g:
o R T
. _ L AL — i
E Flnp(rj) = No @(t, o) dt No
Donc I'in egalite de Cramer-Rao (egalite ici) donne bien
h [
AN .2 _ ﬂ
E jomc(r) | = No
4.7 Am bigu-t e temps-fr equence
4.7.1 De nition
Un signal x(t) sere edissart sur une cible en mouvemert subit a la fois un retard et

une translation de frequence f. On utilise toujours le signal analytique, et on supposeque la
detection sefait sur I'enveloppe de la fonction d'ambigute. Au lieu de %<f <A A, 5, >
g, on utilise parfois pour des raisons historiques la fonction d'ambiguste temps-frequencede
Woodward :

( 0s f fO)::<f<a foja 0 i >d

c'est-a-dire le produit scalairede I'enveloppe complexedecakeentemps par I'enveloppe complexe
decakeenfrequence On \oublie" de plus le facteur 1=2 et I'operateur partie reelle.Celane porte
pasa congquence(voir plus loin).

Nous utiliserons la de nition suivante de la fonction d'ambigu-te temps-frequence,dite de
Wigner-Ville
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Denition 4.7 (Fonction d'am biguet e temps-fr equence)

Z
(£) 2 a(t =2at+ =2)exp(2 ft)dt
Z
a( +f=2)a( f =2) exp(2i )d

en posant = oetf = f fo. On suppse de plus que I'enveloppe
est centree a la fois en temps et en frequene (cela revient simplementa dealer les
origines en temps et frequene):
z z
tja(t)j?dt = 0 et ja( )j’d =0

Remarque { Lesdi erertes fonctions d'ambiguete possiblesne di erert que par un facteur
du type exp(i f ), dont linuence disparat quand on prend la partie reelle de la fonction
d'ambiguete (Il vaut mieux croire cette a rmation sur parole: les calculs pour la veri er sort
un peu fastidieux...). Notre de nition (la plus usuelle) correspond par exemplea multiplier la
fonction d'ambigu-t e temps-frequencede Woodward (de nition historique) parexp( i f ); elle
conduit a descalculs plus simplesen gereral, a causede la propriete (ii) suivante.

Propri ete 4.8 (Propri etes de la fonction d'am bigu-t e temps-fr equence)

(i) Valeur centrale
z z
(0:0)= ja(t)j’dt=ja( )j’d = 2Ex

(i) Symetrie hermitienne

5 b= (f)
(iii) est maximum a l'origine

I QHE /(Y

(iv) Le module carre de la fonction d'ambiguwte temps-frequene est sa propre

doubleTF :
77

P CiE= ] Ch)iPexp@ (f )d d

En particulier, \'amplitude estegaleau \éozlume":
i @oj*=j (f)*d d

Cette propriete impligue que la fonction d'ambiguste doit avoir une certaine extensionen temps
et en frequence,et ne peut &tre concernr ee completemert a l'origine.
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4.7.2 Estimation conjoin te temps-fr equence

Propri ete 4.9 (Estimation conjoin te temps-fr equence)

L'estimation conjointe des moindres carres conduit a chercher le maximum de la
fonction d'ambigute temps-frequene. La matrice de covariance de I'erreur est

0 1 4 0 1

52 : —3 .
1N f TE it T
CiCf ~ 4 Ey o 4 Ex

f 2 o f f2

o

m

ave = 20 f2 ()2
Il estaise de veri er cette propriete a partir de

— . 1
c.cr - No:A

et

=

@@

@ @

0
%@(O;O) G o0
(0;0) @(O;O)

avec les de nitions suivantes:
{ Epanouissemen temporel
Z
L t%ja(t)j?dt
2=z = 4_12%@;2(0;0)
ja(t)jdt 0@

{ Epanouissemen frequenciel

N

Fonction d'am bigust e temps-fr equence au voisinage de l'origine { On peut verier
gue du fait de la condition de certrage en temps et en frequencede I'enveloppe complexe les
deriveespremieresde sort nulles. Un deweloppemen au secondordre donne alors:

1@ 1@ .., @ .
. > @200 5500 f

(;f) = (00)+ @@
(000 1 22( 262+ f22+2 = f f)

(0;0) 2+
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Les courbesde niveau autour de I'origine sort donc desellipsesd'equation:

224 f2242 - f f=cCSte

cequerepresette la gure 4.2. Dansle casd'une impulsion gaussienneceresultat est exact pour
toutes valeursde et f. Lesaxesde l'ellipse ne sort pas orientes suivant les axesdesabscisses
et desordonneessi : f 6 0.

Fig. 4.2{ Fonction d'ambigute temps-frequene au voisinage de I'origine.

Supposonsquel'on mesurele temps deretour enfaisart I'nypothesequela cible estimmobile,
alors qu'en realite elle est en mouvemen, ce qui cree un decalageen frequence f. Au lieu de
chercher le maximum de la fonction d'ambiguste en temps seul ( ;0) comme on croit le faire,
on va faire en fait la recherche du temps de retour sur la fonction ( ; f) pour un certain f
X e mais inconnu (le signe moins vient de ce que I'on setromp e sur l'origine desfrequencesen
faisant I'hypotheseque la cible estimmobile). En supposart f et petits, ona

(; f)= (00) 1 22C 2f2+ f22 2 f f)

En consequencele maximum seratrouv e lorsque

. n=o
@
soit
3 f
= —
Ainsi, le coe cien t decouplage : f introduit un biais systematique sur I'estimation du temps

de retour si I'estimation de la frequence(ou I'hypothesesur la frequence)est erronee.
De méme, si I'on mesureune frequenceavec une hypotheseerronee sur le temps de retour
(), un biais estintroduit par le couplage:
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Le terme : f provoque un couplagedeserreurs de mesuresur le temps et la frequence.
Pour eviter ce couplage,il faut utiliser dessignauxtels que : f = 0. On peut montrer que
cette condition revient a imposer:

Z
. od (t
tja(t)jz%dt =0

ou ' (t) est la phase de l'enveloppe complexe®. En particulier si cette phase est constarte
l'integrale est nulle. Dans ce cas la matrice de covariance des erreurs est diagonale, c'est-a-
dire que les erreurs sort decoupkes.On peut alors pratiquer sansrisque une estimation separee
du temps et de la frequence

g >, _ 1 No 1
¢ 42Ex f2

2 o _ 1 Ng 1
Ct ~ 4 2Ex 2

En conclusion,il faut un signal le plus large possibleen frequence,le plus long possibleen
temps, et qui decoupleles mesuresde temps et de frequence.

4.8 Exemples de fonctions d'am biguete temps-fr equence

4.8.1 Impulsion gaussienne

Soit I'impulsion gaussiennesuivante :

s !

a(t) = pi—exp i
2 T 472

|

a2 = pLexp
2T 2T2

qui esttelle que (par analogieavec une loi normale certr ee de variance T 2)

Z
ja(t)j?dt = A

Calcul direct { On voit que 7
tja(t)j2dt = 0

et (toujours par analogie avec une loi normale certr eede variance T 2)

z
t%ja(t)j?dt = A:T?

donc
—3_ 12

4. Exercice: montrer que
@ - o2 d(t)
@a ©00= 2 tja(t)j at dt
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Cherdhons la transformee de Fourier de I'enveloppe:

s I #
A t 2
& = ——TF ex —
() Pﬁ p Pﬁ ()
s
2 I
= AﬂéL_T )exp ( 47T2)2
s 2T
al ) = A42_T)exp 4212 2
()7 = A exp 82727
!
= A4T)ex _° avec 2. 1
B 5 P 57 "~ 16 272
!
A
ja( )j Ps—exp o

donc (toujours par analogieavec une loi normale certree de variance 2)

Z
ja( )ikd = A

VA
ja( )ji’d = 0

Z

A
2; 2 — 2 _
Ja( )id 16 272
d'ou I'on deduit
— 1
f2=
16 272
Calcul par la fonction d'am biguete
y4 —9\2 — 2!
() = p% exp (t 2)4_+|_2(t+ 2) exp(2 ft)dt
A ) 'z ) !
= pﬁexp aT2 exp o772 exp(2i ft)dt
A , ! " t )
= _ —— TF — f
, !
(f) = Aexp — :exp 2 °T?%?

On peut maintenant evaluer les deriveespartielles:

@, .. _ .
@( f) = a2 (:F)
@ ..

@(0,0) = 0

@( f) = 4 2T%F ()

@

73
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%(0;0) =0

N = 4 D+ g (D
%(O;O) = Flz (0;0)

%( f) = 4272 (f)+  42TAH ()
%(O;O) = 4272 (0:0)
@@;@( ) = A T2 ()
@?;@(0;0) =0

D'ou I'on voit quel'on retrouve les expressiongdesepanouissemets temporel et frequenciel,
et quele produit temps-frequencemoyen est nul (ce qui etait evidernt au depart puisquela phase
de I'impulsion est nulle).

4.8.2 Impulsion gaussienne \c hirp"

Nous reprenonsl'exemple precedert mais avec un terme de phase quadratique additionnel
(modulation lineaire de frequence)
S !
A t2
a(t) = —_exp — + ibt?
(1) Pﬁ p AT?

On a toujours |

O = PR exp L
2T 212
et donc
Z
ja(t)j2dt = A
Z
tja(t)j’dt = 0
Z
t’ja( )j’d = AT?
T2 = T2

La precisionde la mesurede temps n'est donc pas modi ee.

PR o Ly o L -
(;f) = 15\ﬁ exp (t| =2) 4_|_2+|b (;[+ =2) AT? ib exp(2i ft)dt
A 2" 2 2 .
= pﬁexp a2 exp >T2 +2bt exp(2 ft)dt
! " 1%
= pA—ex —2 TF ex pt— i f b—
2T P gre P 2T
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2 - b 2

(;f) = Aexp aT2 exp 2 T f+ —

f) = Arexp oot 2 2 27%2 4 7Y
8T2

Apresevaluation desderiveespartielles a I'origine, on obtient

1 T2

f2:162'|'2+ 2

et

2
Fo 0T

et doncun terme de phasequadratique conduit al'apparition d'un couplagedeserreursde mesure
entemps et frequencemeémes'il permet d'ameliorer la precisionde la mesureen frequenceseule
( f2 augmerte avecb?). Dans la pratique une impulsion \chirp" a donc un interet certain.

4.8.3 Compression d'impulsion

La fonction d'ambiguste pour la mesured'un temps est:

Z
(:0)= a(t )alt)dt

Sion poseh(t) = a ( t) alors
(;0)=[h?a]( )
c'est-a-dire le produit de corvolution de a par h. h(t) est appele Itre adapte a l'impulsion

d'enveloppe complexe a(t). Le systeme de traitement des signaux pour la mesured'un temps
Itre le signal de retour avecle Itre adapte a lI'impulsion. Si on ecrit maintenant

a( ) =ja( )jexp( ()
alors
a(t) = TF *fja( )il(t) ?TF expl ( )I(1)

R
La phase ( ) ne joue pas sur I'energie du signal ( j&( )j°d ), mais \elargit" l'impulsion
TF [ja( )j]l(t) par sacorvolution avec TF [exp(i ( ))](t). Eneet, si ()= 0, alors

TF Yexp( (NIt = (1)

et l'impulsion n'est paselargie par corvolution. Par cortre si ( ) 6 0, I'extension de la fonction
TF [exp( ( ))](t) deviert non negligeable.

On dit quele Itre adapte, de transformeede Fourier A( ) = ja( )jexp( i ( )), realiseune
compressionde lI'impulsion a(t) enremettant en phaseles frequencespuisque

m( ):e( ) = ja( )i

Pour la mesure tout sepassedonccommesion avait utilis e 'impulsion comprimeeTF  [ja( )j](t)
a la place de a(t).
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4.8.4 Train dimpulsions

Supposonsqu'a partir d'une impulsion a(t) de duree T, on produise le train de (2n + 1)
impulsions de ni par

1 X0
an(t) = Pﬁk: na(t kTr)
ou T, estle tempsderepetition (T  T,). Que deviert la fonction d'ambiguste?
1 xn xn Z
n( f) = T a(t KT, 2)a(t 1T, + =2)exp(2i ft)dt

k= nl= n

soit en faisart le changemen de variable t = t9+ 1=2(k + DT, :
1 Xn o Xn

n+ 1, _

n( 5f) = ( +(k DTf)expi (k+ DET)

ni= n

ou ( ;f) estlafonction d'ambigute assaieea l'impulsion a(t). ( ;f) aunelargeurtemporelle
de l'ordre de 2T (elle est nulle en dehorsde 2 [ T;T]). Par conequert, ( + (k DT:f)
n'est di ererte de 0 que danslintervalle

T +(k DT, T

ou
T+ KT, T+ KT,

( +(k DT,;f) estnonnulle pour dansdesintervallesdelaforme[ T+ mT,;T+mT,];m 2 Z.
Doncsi 2[ T+ mT;T+mT,],l k=m,et
0

1
1 *™
n( +mTf) = @ exp2i kf T)A (;f)exp(i mfT,); 2[ T:T]
2n+ 1 k= p(m)
avec
p(m) = max( n m; n)
gilm) = min(n m;n)

puisqu'on doit avoir ala foisk 2 [ n;nJetk+ m 2 [ n;n]. On veri e facilemert que p(m) +
gim)+ m = 0,etqueq(m) p(m)=2n jmj. La sommeest celled'une suite geometrique, on
montre donc que

%) . o sin( (q(m) p(m)+ 1)f T,)
k:p(m)exp(z' kfT,) = exp(i (q(m)+ p(m))f T;) S FT,)
et donc . .
n( + mTrf ) - Sln( (2n +1 ij)f Tr) ( f ) 2 [ TT]

(2n+ 1)sin( fTy)

En clair, la fonction d'ambiguete de I'impulsion originale est decoupee par une fonction de
type Fabry-Perrot qui I'ane enfrequenced'un facteur 1=52n+ 1 jmj). Par cortre la fonction
d'ambiguste de I'impulsion originale est egalemen periodisee en temps, avec une periode T,.
Par consquert la precision de la mesure de frequenceest augmeriee, mais en cortrepartie
I'ambiguste en temps est plus grande car on peut confondre les maxima successifs ,(mT;;0)
qui sort di cilemen t distinguablessi n est grand (en presencede bruit bien s0r) :

(0;0)

2n+ 1 jmj

n(MmT;;0) = n+ 1
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4.9 Inegalit e de Frechet-Darmois-Cramer-Rao

L'in egalite de Fredet-Darmois-Cramer-Rao gereralise I'in egalite de Cramer-Rao (valable
pour un parametre scalaire) pour un parametre vectoriel a n composartes (ou a l'estimation
conjointe de n parametres scalaires).

Propri ete 4.10 (In egalit e de Frechet-Darmois-Cramer-Rao )

h
E () )" )TI MM T

ou “(r) estun vecteur estimateur du vecteur parametre . | ¢ estla matrice d'infor-
mation de Fisher, de nie par:
| @ @ i
(Ir)j = E —Inp(r] ):@In p(rj )
i i

Soit encre h i

lg = E r Inp(rj ):(r Inp(rj )T
ou r estl'operateur gradient de ni par

0 1

@ ,
@ Inp(rj )

r Inp(rj )::
@
@n

et M estla matrice desderiveespartiel les du vecteur E["(r)]

Inp(rj )

My = @?E[ﬁ(rn

et enn l'esperance est prise sur p(rj )
z
Eff (= f(r)p(rj )dr

ou f (r) estune fonction quelonqueder (L'application del'operateur esgerance fait
disparatre la dependan@ en r, mais pas en ).

Preuv e { La demonstration n'est pas compliquee, mais necessite quelques manipulations
d'algebre lineaire.

E[G(N] = i+ &E[/\i(f)] i)
= i+ Ty i op(rj )dr
donc
My = @—@?E[/\i(r)]
Z Z
. @ A @ . @ -
= @, it i(r) [ @, p(rj )dr @, i p(rj)dr
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= MO JIO(rJ )dr

@

=) O] )@—@‘?Inp(rj )
" #

- E A iglnpm)

soit encore h i
M=E "r) :( Inp(rj )T
Posons
= \(r)
et .
V= MAY(r Inp(rj )

Alors h i h i

E Vvl = E M Inp(rj ) @ T (r Inp(rj )TAEMT
car

M:l:t:(r Inp(rj)) TooT (r Inp(rj )T M T

et | estsymetrique (donc I 1 aussi).
Ehv:vTI = Eh : T 2Eh (r Inp(rj ) ":le l|\/|TI
_ +EhMI cLi(r Inp(rj )):(r Inp(rj NTle lMT
Ehv:vTI !

E :T 2E :(r Inp(rj ))T (e VI
< .
+M:IYE (r Inp(rj )):(r Inp(r ))TI detmT

car M et | nedependen pasder (ce sort deja desesperanced), et donc

h i h i
Evv' = E :T 2MmiItMT
+M: e M T
h o i h Fi P F
EvvT = E T MiIEMT
h i
Pour conclureil sut deremarquerqueE V:VT 0, et donc

h i
E T MiuEMT

ce qui constitue I'in egalite F.D.C.R. (Frecet-Darmois-Cramer-Rao).
Comme dans le casscalaireon peut de nir les notions d'estimateurs non biaise et e cace.

De nition 4.8 (Estimateur vectoriel non biais e)
Un estimateur vectoriel non biaise est tel que E["(r)] = si estla vraie valeur
du parametre vectoriel. C'est-a-dire quepour X ee, la moyennede "(r) prise sur
toutes les realisations possnblesde la mesue est egalea . Dans ce cas l'in egalite
F.D.C.R. devient i

E((f) )G (O NS L
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De nition 4.9 (Estimateur vectoriel e cace )
Un estimateur vectoriel e ¢ ace estun estimateur vectoriel non-biaise qui atteint les
bornes de Frechet-Darmois-Cramer-Rao.

exer cice - 4.1 Re ectom etre optique

On veut etudier la precisiond'un re ectometre pour bres optiques. Le princip e est d'injecter une
impulsion lumineuseconnue de puissanceinstantaneey(t) quasi-monacchromatique dansune bre optique
defectueuse,qui est rompue a une distance d de l'extr emite connecte au re ectometre. On cherche
alors a determiner le temps de retour de I'impulsion re edie sur l'interface due a la cassure.On donne
l'information suivante, contenue dans la proposition logique | suivante:

I = \On supposeen premiereapproximation que l'impulsion sepropagesanssedeformer.On connait
l'indice e ectif de propagation dansla bre, quel'on note n, et on pose = n=c, ou c est la celerite
de la lumiere dans le vide. Par ailleurs, on connait les pertes par unite de longueur de la bre qui sort
mesureespar le coecient enm !; c'est-a-dire qu'apres propagation sur une distance d, limpulsion
est attenueed'un facteur exp( d ). Le detecteur utilise pour enregistrer le signal de retour est aecte
d'un bruit blanc certr e de puissanceconnue 2."

{ @) - On denit le vecteur parametre par

ou estle coe cient dere exion enintensite a l'interface (cassure),et d est la distance a laquelle
setrouv e cette interface. On designepar V la proposition logique:
V = \Le signal de retour mesure est v(t)."
Justi er que souslinformation |, on peut ecrire le modele de mesuresousla forme:
1 Z
N (v(t);x(t; ); 2) = A exp 57 (v(t) x(t; ))? dt

p(Vj 1)
X(t; )

ou A est une constarte que I'on ne cherchera pas a determiner, et que p( jV1) est directemert
proportionnelle a p(Vj 1).
{ b) - On rappelle que dansle casgaussien,les princip esd'estimation MAP et MC s'identien t. On
supposedans un premier temps que la valeur de est connue. On pose
Z
JIfF1=f(t) dt

exp( 2d)y(t 2 d)

et b
[f di(z= f@) gt 2z)dt
" #

2
ou f et g sort desfonctions quelconquesdet, et a= J[y?]; b= J y% etc=J %

R
Calculer (v(t) x(t; ))? dt en utilisant les notations precedertes. Montrer alors que la valeur de
I'estimation & au sensMAP ou MC est solution de I'equation implicite :

%[v Iz = :@v vI2 & a exp( 2 &)

Calculer %
de la distance d.

, et endeduire la matrice de covariance 4 (ici reduite a un scalaire)de I'estimation
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{ ¢) - On supposemaintenant que la valeur de estinconnue. Montrer que I'on a (toujours au sens
MAP ou MC) :

v 202Dy e g

0

d
v vie g

Interpreter simplemert cesdeux equations. Montrer que la matrice A intervenart dansle calcul de
la matrice de covariance de l'estimation MC a pour expression

_ a 2Ma + b
A= o 4D vy f 4 Zat2 bt 29

(on ne chercherapasa inversercette matrice pour obtenir la matrice de covariancede l'estimation).

Reponse

{ a) - Determinonstout d'abord la moyenne du modele de mesure, c'est-a-dire x(t; ). L'impulsion
parcourt une longueur2d dansun milieu d'indice n. Elle revient doncau bout d'un tempsn 2d=c=
2 d. Lespertessort duesa la re exion ( ) et a la propagation (exp( 2d)), donc au total

x(t )= exp( 2d)y(t 2d)

Le bruit de detection est certre, blanc, et de puissance 2. Sousces cortraintes, le principe du
maximum d'entropie conduit a attribuer une distribution gaussiennea p(Vj 1), de moyennex(t; )
et de variance 2.

Rien dans| ne permet de privil egierune hypothesesur , doncp( jl) estconstarte, et p( jV 1) est
directemert proportionnelle a p(Vj I).

{ b) - 7
(v(t) x(t; )?dt= I+ a2exp( 4d) 2 exp( 2d)[v y]@2 d)
puisque 7 7
y2(t 2 d)ydi= y3(t)dt= a

R
d est obtenue en cherchant le minimum de (v(t) x(t; ))? dt, donc pour

z
@

—  (v(t) x(t, )?dt=0
@ (v(t) x(t )
soit
4a %exp( 4d)+4 exp( 2d)[v ]2 d 4 exp 2d)%[v yl(2 d=0
donc § est solution de I'equation implicite

%[v I &= (v yI2 & a exp( 2 &)

@(t ) _ d
@~ = 2 N 20y 20 2 e 2d)gyt 20
2
_ 2.8 1_
¢ A S A1l
avec
) 2
Ann =  4%exp( 4d)( %a+2 b+ 20
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donc
2exp(4d)

¢~ 42 2a+2 b+ 20

{c)-"et d sort solutions de

8 Z
2 @@Z(v(t) X(t; ))2dt = 0=2 exp( 4d)a 2exp( 2d)v y]@2 d)
> @ 2
o= (v(t) x(t d = 0

@ (v(t) x(t )

La secondeequation est identique a celle de la question precederte. La premiere equation donne
exp(2 d
ne 2D ye g

et eninjectant cette valeur dansI'expressionde d trouveea la question precederte
d
—[v 2 =0
sV Ve 9

Pour trouver d, il faut donc chercher le maximum de la correlation de v avecy. On obtient ensuite
AN en normalisant la valeur au maximum commesi l'acquisition avait ete faite sansbruit :

v Ylnax = "exp( 2 Oy 1(0)

N
®
L
~

)

2 exp( 2d)y(t 2d) 2 exp 2d)%y(t 2 d)
exp( 2d)y(t 2 d)

donc
A = exp( 4d)a

et
Apo=An =2 exp( 4d)(a + b

d'ou I'expressionde la matrice A.
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Chapitre 5

Filtrage de Kalman

5.1 Probl ematique

5.1.1 De nitions

On supposeque I'on obsene I'ewlution d'un systemeau cours du temps, en e ectuant des
mesuressur ce systeme.
{ L'etat du systemeest decrit par le vecteur param etre , qui ewolue au cours du temps.
La valeur exactede  n'est pasconnue: il faut I'estimer.
{ An de rendre cette estimation possible, on e ectue des mesures,dont le resultat est
decrit par le vecteur mesure v;. Ces mesuresportent sur desgrandeursphysiquesliees
a la valeur du vecteur parametre, c'est-a-dire que lI'on formule un modele relian t les
observations a I'etat du systeme.
{ On supposeegalemen un modele de I'evolution temp orelle de I'etat du systeme,
soit du vecteur parametre .
Le but du Itrage de Kalman est I'estimation temporelle de I'etat du systeme ¢, au fur et a
mesureque I'on accurrule desdonnees.

Notations : On consicerera par la suite une ewlution a temps discret, c'est-a-dire quet est
un entier (un indice).

¢ 2 R"
Vi 2 RM
Vi = vi Vv; (produit depropositionslogiques: V; estconstitueede toutes lesdonnees

acquisesjusqua l'instant t.)
I : Proposition logique decrivant I'ensenble de notre etat de connaissance
sur le systeme considere (tout cequi n'est pascontenu danslesv; et ).

exemple - 5.1 Poursuite d'un avion

Supposonsun problemede poursuite d'un point brillant (un avion) dans une sequenced'images (ce
qui estun problemedi cile enpratique!). L'avion apparat commeun point car il estenlimite de portee
de la camera. On acquiere une sequenced'images.

{ Commernt decrire I'etat du systeme(l'avion) ?
{ position (3 composartes)
{ direction (2 composartes)
{ module de vitesse (1 composarte)

(..
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{ position du manche a balai

{ psydchologie du pilote (?)

{ ...
On peut rendre le probleme d'estimation arbitrairement complique, mais il est clair que certains
parametres sort plus important que d'autres.

{ Que mesuret'on ? lesimages(donc m = nombre de pixels desimages). |l est clair que I'on peut

estimer a partir de cesmesuresla position, la direction et le module de la vitessede l'avion, le tout
avec une precision nie.

Le ltrage de Kalman est particulieremen utile dans toutes les applications ou le signal
attendu peut disparatre pendart plusieursincremerts detemps. Cette situation peut seproduire
par exemplelors de la poursuite d'un helicoptere par un equipemen optronique. SiI'h elicoptere
disparat derriere une rangeed'arbres, il seranecessairede predire approximativemen ['endroit
ou il va reappardtre an de pouvoir cortinuer la poursuite. Cette prediction de la trajectoire
devra etre faite sur la base des mouvemerts preacderts. Un autre exemple est fourni par la
restauration d'enregistremeris deteriores, par exemplede vieux disquesvinyle. Il faudra detecter
les endroits ab'meset lesremplacer par desenregistremetts predits a I'aide desparties intactes
precdertes.

5.1.2 Estimation { prediction

Au bout d'un temps t, on a acquis les donneesV; = v  V;. Connaissarn de plus toute
l'information disponible sur le systeme, contenue dansla proposition logique | , que peut-on dire
de I'etat du systemea un instant t° quelconque?

La reponsea cette question est cortenue dans la densite de probabilit e

P( o Vel)

Il estd'usagede di erencierlestrois cassuivants:

8

2t < t I \issage"

S t© = t ! \ltrage"
~t9 > t I \prediction"

Il estclair que plus on disposed'information (plus t estgrand) plus I'estimation serabonne:
l'estimation de o que l'on peut faire a partir de p( Vi, |) doit &tre de qualite superieure ou
egalea celle que I'on peut faire a partir de p( tojVi, 1) sita > ti.

Plus preciemert, l'apport d'une donnee complemertaire estle suivant. De Vi1 = Vi1 M,
la regledu produit donne:

, p( o) Vil) :
Visp 1) = ——————p(vi+ \VA
P( o] Ve+1 1) p(Vt+1JVt|)p( t+1] 1oVtl)
soit encore ( o)
. V 0 .
p( tofVesr 1) = PlVi] ) p( oVt l)

| p(Vt+€zth|)
apport complemertaire
On peut chercher de méme a determiner desquartit es du type:

p(Vioj Vi 1)
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Dans ce cas, seulela prediction (t°> t) a un senspuisque:
t% t  p(vijVil) = (vio \mesure al'instant t%)

Cette equation signi e simplemert qu'il n'y a aucuninterét a estimer ce qui a deja ete mesure!

5.1.3 Mo dele de mesure

De quoi peut dependre (logiguemert) le resultat de la mesurea l'instant t?
{ dutempst
{ dela successiordesetats = g::: ¢
{ desmesuresprecdertes V; 1= V1:::Vt 1
On peut donc de nir le modele de mesurecommeetant la donneede:

‘ p(vij Vi 1|)‘ (5.1)

Il est clair qu'un modele de mesurede ce type est d'une complexite excessie en pratique.

Temps Etat Mesure

t=1 1 Vi

V2

y

Fig. 5.1{ Dependane logique pour le modele de mesue.

En gereral on fait I'hypotheseque la mesurene depend que de I'etat presen du systeme et
du temps preset, soit:

| p(vii Vi 1l) = p(vij ()| (5.2)
Temps Etat Mesure
t=20 0
t=1 1 » V1
t=2 2 V2

Y

Fig. 5.2{ Modele de mesule, dans I'hypotheseou la mesure ne depend que de I' etat present.
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Pour simpli er plus encore,on se contente en general de speci er ce modele a l'ordre deux
seulemen:

| p(vii () = fe(vox(t )i (6 1) | (5.3)

Cette notation signi e que f; estune fonction de la variable v;, de moyennex(t; ;) (vecteur de
R™) et de covariancer (t; ) (matrice carreede R™ M) :

Z Z
p(vej ¢l)dvy = fe(l; ; )dl =1
Z Z
vip(wij ¢l )dve = PRe(ts 5 )db = x(t5 +)
Z Z
(Vi X(t O)):(ve  X(& ) p(v ¢l)dvy = (< <P >R )d

rt +)

Par exemple,ce peut &tre une gaussienne

N (ve;x (6 );r (6 1)
1

BCD LRI GIn T SO0 XG0 T X )

p(vij tl)

Une autre ecriture est encoresouvert employeedans la litt erature:

‘ Ve = X(t; ¢) + by; ou b estun bruit certre de covariancer (t; t)‘ (5.4)

Remarque : L'hypothesesimpli catrice classiquequela mesurene dependquedel’etat presen
nous prive de la possibilite de rendre le Itrage (de Kalman) adaptatif.

En e et, s'il estasseznaturel que la mesurene depende physiqguementque de I'etat presett
du systeme, l'accumulation desdonneesdevrait permettre logiquementde preciserla qualite de
l'approximation du modele, c'est-a-dire la forme de la distribution autour de la valeur moyenne
x(t; 1).

On pourrait par exemple faire dependre la covariance du modele de mesure des mesures
precdertes (r(t; ¢;Vt 1)), an de proter de l'information apportee par ces mesuresa notre
con ance dans le modele de mesure. Cela rendrait en ce sensle Itrage adaptatif. Une telle
theorie est cependart complexe,et depassee cadre de ce cours.

5.1.4 Mo dele d'evolution

Comme pour la mesurea l'instant t, I'etat du systeme depend du temps, des etats et des
mesurespreedertes. Le modele d'ewlution est constitue par:

| P eaj V)| (5.5)

Atten tion : La dependancede .1 avecV, soit avec les mesurespreedertes, ne resulte en
aucun cas d'une causalite physigque (une mesure optronique, lidar, radar, sonar..., ne modi e
pas ou tres peu I'etat du systeme obsene). La dependanceest d'ordre puremert logique: les
donneespeuvent modi er notre prediction pour +1, enexcluart certains caspar exemple,mais
en gereral ellesne modi ent pasla \valeur vraie" de cet etat.



5.1. PROBLEMATIQUE 87

Comme dans le cas du modele de mesure,ce modele d'ewlution est trop complexeen pra-
tigue. On fait alors de facon similaire I'nypotheseque I'etat presen ne depend que de I'etat
precdert :

[ p( i V) = p( e ol)] (5.6)

Pour simpli er plus encore,on se contente en general de speci er ce modele a l'ordre deux
seulemen:

| p( i ) = o e (6 Ot 1) | (5.7)

Cette notation signi e que g; est une fonction de la variable (+1, de moyenne' (t; ;) (vecteur
de R") et de covariance q(t; ) (matrice carreede R" "):

Z Z
P( t+1) ¢l)d ¢ = (', )d =1
Z Z
t+1P( t+1] t1)d 41 = Pa(ts 5 )d =" (6 )
Z Z
(o1 "6 N:Cter @ TP 1] 1) o1 = (o<t <t >)Tg(h; o )d
= qt 1)

Par exemple,ce peut &tre une gaussienne

N ( e+13" (8 )50t 1)
= r:\L 1‘ ' . T . 1 ' .
T 22 qE i exp 2( t+1 (t ) alt; o) “( e+ (t +)

P( t+1] tl)

Temps Etat Mesure
t=0 0

t=1 f Vi
t=2 j Vo

Fig. 5.3 { Modele d'evolution, dans I'hypothese ou [I'etat present ne depend que de |'etat
precedent.

Une autre ecriture est souvent employeedans la litt erature:

‘ t+41 = " (t; ¢) + wg; ou w; estun bruit certre de covariance q(t; t)‘ (5.8)

Remarque : Une autre ecriture est encoresouvent employee dans la litt erature:

‘ w1 =" (G )+ (6 t):Wt‘ (5.9)

ou W; (2 RP) estun bruit certre decovarianceq(t; ;) (2 R? P) et (t; ;) estunematrice rectangle
deR" P.ll sut deposerw?= (t {):w; pour seramenerau caspreeder, puisqu'alors wf est
cerire, et de covariance (t; ):q(t; +): (t; ¢)7.
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En eet, sionposeat et { donnes,qt; ) =q, (t )= ,w = wetw?=wC alors par
de nition : 7
q=  w:w' p(w)dw
donc
Z
q 7= ww': T p(w)dw
VA

= (:w):( :w) T p(w)dw
R
commede plus p(w9dw®= p(w)dw, il vient :q T = wew p(w9dw?

5.1.5 Mo deles lin eaires de mesure et d'evolution

Un caspatrticulier fondamertal est obtenu en supposart le modele lineaire suivant :

modele de mesure

Xttt | Xt : matrice deR™ "

moyenne  X(t; t)

R: Rt : matrice deR™ ™M

covariance r(t; ¢)

modele d'ewolution

moyenne ' (t; ¢) it t © matrice deR" N

covariance q(t; ) Qt Q: : matrice deR" "

Il est essetiel de remarquer que dans ce casles covariancesdes modelesne dependen plus
del'etat ¢, ce qui simplie beaucouplescalculs.

exemple -52__ Deplacement d'un mobile a vitesse constante dans le plan

On etudie le deplacemen d'un mobile (solide indeformable) dans un plan. On reperela position du

T
certre de gravite du mobile par le vecteur (z1(t);z2(t))T. La vitesse est donnee par %(t);%(t) .

On supposepour le modele d'evolution que cette vitesse est constarte, soit en discretisant (I'incr emert
de

de temps est suppose egala 1) :
8
% zy(t+ 1) dz,
Zp(t+ 1) zy(t) + E(t)

zy(t) + E(t)

dz; dz;

dz, dz,



5.1. PROBLEMATIQUE 89

Si l'on prend: 0 1
z1(t)
_ z(t)
t= dzy

— (1)
&
rnal

on aura alors: 0 1

1 010
0101
0 010
0 001

L'incertitude dans ce modele seramesureepar une matrice de covariance Q; (matrice 4 4).
On supposepar ailleurs gu'on ne mesureque la position, c'est-a-dire que:

0 1

i : @ Zl(t) A
25(t)

on aura alors: 0 1

1 000
Xt:@ A
0100

L'incertitude dans ce modele seramesureepar une matrice de covariance Ry (matrice 2 2).

5.1.6 Esperance conditionnelle

De nition 5.1 (Esperance conditionnelle )

L'operateur esperance conditionnelle estde ni par :
Z

<:i>y2 () p(xiy)dx

En particulier la moyenne conditionnelle de x sathant y est
z
< x>y=  xp(xjy)dx

et la fonction caracteristique conditionnelle est
VA
' iy(U) =< exp(iuTix) >y= exp(iu” :x)p(xjy)dx
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Propri ete 5.1 (La trace de la covariance est un pro duit scalaire)

La trace de la covariance (conditionnelle ou non) de deuxvecteurs aleatoires centres
estun produit salaire de cesdeuxvecteurs aleatoires. L'autocovariance de nit donc
une norme, qui permet de de nir les classesd'equivalene de vecteurs aleatoires de
me&me norme (v.a. egauxen moyenne quadmtique).

zz
Tr<ab >, = <a:b>,=  a':bp(ady) dadb
z
Tr<aa' >, = <a'@a>= a':ap(ajy) da= kakj
Demonstration : Il faut montrer que la trace de la covariance pos®de les proprietes de

symetrie et de linearite (pour le produit scalaire), et qu'elle est de plus de nie positive (pour la
norme).
{ Symetrie: < aT:b>,=< b":a>,
ceciestevidert puisque! a’:b= b':a et que p(aljy) = p(bgy).
{ Linearite: Il faut montrer que 8a;b;cvecteursaleatoires,8 2 R,
(@ <(a)ltb>, = <alb>,
(b <(a+bT:c>, =<alic>y, + <bc>,

{ (a) Soit a%= a, alors p(abjy)da¥ddb= p(abjy)dadh d'ou:
z

<(a)Tb>, =  a%:bp(atjy) da¥b
Z
a':bp(ahy) dadb

<(a)tb>, = <alb>y

{ (b) Soit s = a+ b, alors p(sjcy) = Rp(A = s Xjcy)p(B = xjcy)dx (theoreme
classiquedesprobabilit es: la distribution d'une sommede v.a. estla cornvolution des
distributions de cesv.a.). Donc:

zz
<shic>y = s":c p(sgy) dsdc
zz
s":c p(sjcy) p(cjy) dsdc
2727

<shic>y sT:cp(A=s xjcy)p(B = xjcy) p(cjy) dsdcdx

Soit le changemen de variable suivant :

8
2 a = s x
b = x
>
¢ = ¢

1. Attention, le produit scalaire a' :b est celui d'un espacevectoriel classique; le produit scalaire que nous
de nissons est de ni pour un espacede vecteurs aleatoires
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dont le jacobien? est unitaire :

0 1
1
B & K 0 0
0 1 10 1
1 1
1= B & x B & K 0 =1
1 1, 1
1
0 0 B & X
1
Il vient donc:
727
<s'c>y = (a+ b)":c p(ajcy) p(bicy) p(cly) dadbdc
7 ZZ
= a':c p(ajcy) p(cjy) dadc + b' :c p(kicy) p(cy) dbdc
7 ZZ
= a':c p(agy) dadc + b":c p(bqy) dbdc
<s'c>y = <alic>y + <bic>y

{ La trace de la covariance est de nie positivesi< a’:a>,= 0) a= 0. Cette condition est
realiseepuisqu?zaT:a Oetp(ajy) 0sansquecettedistribution puissegtre uniformemert
nulle (puisque p(ajy)da= 1).

5.1.7 Choix de l'estimateur

Ainsi que nous l'avons dit en introduction, le but du ltrage de Kalman est d'obtenir la
densite de probabilit e:

p( jVl)

A partir de cette densite de probabilite, on peut alors chercher un estimateur "y de I'etat du
systeme. Mais il faut garder a l'esprit que c'est dans le choix de l'estimateur que s'intro duit
l'arbitraire de cette methode. En aucun cas, la donneede I'estimateur “; ne peut remplacer celle
de p( tjVil).

Quels sort les estimateurs possibles? Les plus utilises sort ceux de nis au sensdu MAP
(maximum a posteriori), au sensdu MV (maximum de vraisenmblance) ou au sensdes MC
(moindres carres).

{ MAP .

"t 2 Argmax fp( (j\il)g
{ Mv .

" = Argmax fp(Vij «l)g
{ MC .

N

t=< t>vwI= t P( tjVl) d ¢

2. Jacobien: determinant de la matrice desderiveespartielles desnouvellesvariables par rapport aux anciennes,
ici une matrice carree3n  3n.
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Detaillons plus preciemert le casMC. Par de nition, I'estimateur desmoindres carresminimise
la trace de la covariance conditionnelle de ; (pour les calculs qui suivert, sesouwvenir que ' est

une fonction a priori quelconquedesdonnees,donc de VI, mais pasde ):
z

(¢ D" D p( W) dy

T. AT.A o, T A
< Tt cva t it 2< >yt

<(¢ Ve Hew

2 N 2 2
ktht| +kt < t>Vt| kth k< t>Vt| kVtI

Il est donc clair que cette quartit e est minimale pour "t =< >\,1, C'est-a-dire que I'estima-
teur desmoindres carres est la moyenne de la distribution. Dans cesconditions, la trace de la
covariance conditionnelle de I'estimateur est egalea celle de la distribution :

N N
<(¢ Ve P w=ke < >w K

5.2 Solution generale

On supposedonnesles modelesde mesureet d'ewolution (simpli es):

‘ p(vij Vi 1l) = p(v tl)‘

‘ P( t+1] Vi) = p( t+1] tl)‘
Par ailleurs, on supposedonneep( ojl ).

Temps Etat Mesure
t=0 0
(ewolution)
t=1 1 » V1
(mesure) -

Fig. 5.4{ Derpart de la prediction (conditions initiales).

Avant l'acquisition des premieresmesuresvi, on peut predire les distributions de ; et de
Vi.

{ prediction de I'etat suivant du systeme
4

P( 1j1) = p( 1j o) p( oil) d o
{ prediction de la mesuresuivante
z

p(vij 1l) p( 4j1) d 1
7

p(vaj 11) pP( 1 ol ) P( ojl) d 0 d 1

p(vajl)
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Apreslacquisition despremieresmesuresvi, on peut calculer la densite de probabilit e pour
I'estimation :
p( ajl)
p(vajl)
Cette expressioncombine donc par la regledu produit les predictions avec la vraisemblance (ou
modele de mesure).

Cette structure de prediction/estimation serepete recursivemert pour lesinstants suivants.
Avant l'acquisition de la mesurevi+1, on peut predire les distributions de 41 et de vis1.

{ prediction de I'etat suivant du systeme

z
P( 1 JVil) = P( t+{JzJ'i; P(_t{lzvt_l} d

ewolution estimation precederte

p( 1jvil) = p(vij 1l)

{ prediction de la mesuresuivante
Z

P(Ver1] t+2 1) P( t+1JVE1) d 41

7
P(Vt+1{jZ t+1 |} P( t+{JzJ'i; P(_t{lzvt_l} didin

modele de mesure ewolution estimation precedene

P(Ve+1 V1)

Pour ecrire lesrelations preaderies, nous avons utilis e le fait que:
8

% P(Ver1] t+1 Vil)
2

P(Ver1 t+1 1)

P( t+1] tVil) P( t+1] tl)
Ces relations sort corntenues dans les hypothesesqui permettent de simplier les modelesde
mesureet d'ewlution.

Apreslacquisition de la mesurevi+;, on peut calculer la densite de probabilit e pour I'esti-
mation :

P t+1jVirr 1) = p( t+1)Vis1 Vi)
p( t+1]M1)

= = 2 0(Vi+1] \VA
P(Vi+1 jVil) P2 ] tra 1)

soit nalement

p( t+1jVil)

1 jVisr 1) = -
P( t+1JVi+1 1) p(Vee1 (V1)

P(Ve+1] t+1l)

Remarque : A partir de cette derniereexpression,on retrouve aisemert la formule de prediction
de la mesure, puisque 7

P( t+1JVis2l) d g4 = 1

et donc Z
P(ver1 jVel) = p(verr] t+1 1) PC t+2]Ve1) d a1

Cette expressionest une relation de normalisation.
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5.3 Solution gaussienne { cas lin eaire

On seplace dansle caslineaire et on supposedesdensites de probabilit e gaussiennespour:
{ les conditions initiales p( ojl) = N ( o;"0;Po)

{ le modele de mesurep(vij ¢l) = N (vi;X¢: t;Rt)

{ le modeled'ewolution p( t+1j t!) = N( t+1; t: ;Qt)

5.3.1 Propagation du caract ere gaussien

Propri ete 5.2 (Propagation du caract ere gaussien)

Soient et deux vecteurs aleatoires. est un vecteur aleatoire gaussiena n
composantes, de moyenneq (vecteur de dimension n) et de covariance C (matrice
n n), soitp( )= N(;q;C). Levecteur aleatoire estde dimension m, et tel que
p( j )= N( ;A:;B ), avec A une matricem n et B une matricem m.
Alors estun vecteur aleatoire gaussien
Z
p( )= N(;AB)N(;q;C)d =N( ;AQACAT +B)

Preuv e: La fonction caracteristigue de est
*o(u) = s exp(iuT: ) >
"(uw) = exp(u’:)p()d
Puisque z
p( )= p(j)pC)d

il vient 2 2
Co(u) = p()d  exp(u':)p(j)d
Z
= p( )d <exp(u':)>
Z
Co(u) = p( )d " (u)
Or L L
' (u)=exp iuTi(A:) EuT:B:u =exp i(AT:u)': EuT:B:u
donc
1 Z
" (u) = exp EuT:B:u p( )d exp i(AT:u)':
= exp %UTZBZU ' (AT:u)
= exp %UTZBZU exp i(AT:u)":q %(ATZU)TZCZ(ATZU)

'(u) = exp iu":(Alg) exp %UT:(B+A:C:AT):U)
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Cette propriete de stabilit e desgaussiennegune de plus!) permet de montrer par recurrence
gue toutes les densites de probabilit e intervenart sort gaussiennesNous pouvons reprendre les
calculs de la section precederte en explicitant le caractere gaussiendesdensites de probabilit e.

{ Prediction initiale del'etat:

Z
p( 4jl) = P( 1j ol) p( ojl) d o
Z
= N( 1 o 0:Qo) N(0;%)do
p( 1j1) = N(1; 0:"0;Qo+ 0oPo: Q)
On posedonc
p( 1jl) = 8N( 1Py
5 /\l _ 0/\0
avec :
“ P, = Qo+ oPo {

{ Prediction initiale de la mesure:

Z
p(vijl) = p(vaj 1l) p( 1j1) d 1
Z
= N(vuXe: Ry N( ;% Pp)d g
p(vajl ) = N (vi;X1:" Ry + X1:Py :X])

On posedonc

pvijl) = N (Va0 ;S1)
avec
2 S1 = Ri+ XpPpiX]
{ Estimation de I'etat :
. p(4jl) . N (1" Pr)
1) = - )= ————== N X1 1R
p( jvil) o(vail) p(vij 1l) N (a0, S1) (vi;X1: 1;Ry)

Un produit de gaussiennestant une gaussiennepn notera

p( 1jval) = N( 1;"1;P1)

L'identi cation de " et P; n'est pastriviale et serafaite plus loin.
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On voit par recurrenceque toutes les densitesde probabilit e necessairesort gaussienneset
l'on note:
{ Prediction de I'etat :

p( t+1JVel) = N( t+1;/\t+1;Pt+1)

N N
t+1 ~ tet
avec

W AW 00
|

_ D. T
Pior = Qe+ Py

{ Prediction de la mesure:

pP(Vi+1jVl) = y(vt+l;0t+l;st+l)

N
% Verr = Kelipn
avec

W

. N T
Rt+1 + Xt+1 'Pt+l 'Xt+l

St+1

{ Estimation del'etat:

P t+1]Vee1 1) = N (o1 441 Prst )

5.3.2 Calcul du gain et de la covariance

Il reste a calculer la moyenne "+1 et la covariance P4y a partir de la relation

P( t+1jVel)

—— — C p(Vis1] |
P(Vi+1 jVil) P2 ] tal)

P( t+1JVisr 1) =

ou N
N( t+15 t41:Prs1)
N (Vi+1 Vi1 'St+1)

Nous oublierons I'indice (t + 1) danslescalculs a suivre.

N (Ver1 ;X e 141 ;Res1)

N ( o1 41 Pe) =

( NP N = "HTP L TH)+(v X:)TR v X:)
(v v)':'s v v)

8
% — N
On pose
V = V VvV
Alorsv X: = v X: ,etdonc
( NP L N = TPl +(v X: YTRLu v X: )

vi:s vy

Cette derniere expressionsenble indiquer que ( ") doit &tre une combinaison lineaire de
et de v (ce que nousdevronsveri er par la suite). On posedonc:

A= K: v
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ou K estune matrice (\le gain du Itre de Kalman") a determiner.

( NP L N = Tp L Tp LK: v

vikT:p L+ vIkKT:Pp LK: v

TP ) Y+ xT:R LX]: TXTR L v
vi:R x: + v R s v

S L

On entire le systemed'equations:

8
% Pt = (P)+X"RIX (a
P Lk = XTR!1? (b)
% KT:p 1 = R X (c)
KT:p 1k = R1! s (d)

XT:d)y ) XTKT:plk=xTR?! xTist?
(h ) XT:KT:Pp Lk=pP Lk XT:s1?
0 ) X" RILxK=pP Lk XxT:s!?
@ ) XTRUXK=®P )tk+X":R Ix:k XxT:s1t

donc(P ) K = XT:S 1 ou

|K=P XT:s !]

De plus
@et() PiI=(P ) +pP LK:X

doncP L(lg K:X)= (P ) 1, soit

P=(q K:X)P

Il resteaverier queK et P ainsi obtenus sort bien solutions de l'identit e de depart. Il su't
de veri er que les expressionsobtenues pour K et P impliquent (a), (b), (c) et (d).

{ (b:

PXT KR = (Ig K:X)P XT KR de nition de P
= P XT K:i(X:P :XT+R)
= P :XT K:S de nition de S
PXT K:RR = 0 de nition de K

doncP LK = XT:R 1.
{ (0): 1l sut detransposer(b), comptetenu du fait queP et R sort desmatrices symetriques
par de nition.
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{ @:

P L(lg K:X) GEE de nition de P

Pl (P LK)X GEE

Pl = XTRIX+®P )!1? d'apres(b)

{ (d):

KT:Pp LK = R LXK d'apres(b)
= R L(X:Pp XT)ys!? de nition de K
= R %S R)S!? de nition de S
KTp btk = R1 s

5.3.3 Resume et commen taires

Les matrices de covariance dont on suit I'ewlution au cours du temps, P, , S; et Py (qu'il
faut evaluer dans cet ordre), ne dependert pas desdonneesV; que I'on accurrule au cours de
I'ewolution du systeme; elles ne dependert que des modeles (X, R¢, t, Qt) et des donnees
initiales (Po).

Cette remarque rejoint celle sur le Itrage adaptatif (page 5.1.3): c'est I'absence d'une
dependancedes covariances sur |'etat du systeme ou sur les mesuresqui empece que le I-
trage soit adaptatif, mais qui rend la resolution analytique precederte possible.Si par exemple
Xt, Ry, t ou Q; dependait de ¢, la propriete de stabilite des gaussiennesne pourrait &tre
employee.

P, , St et Py ne dependart pas des donneesacquisesau cours de I'ewolution, cesmatrices
peuvent etre calculeespar avance (hors ligne), ce qui represerte un allegemem important des
calculs necessaireen temps reel. La question se pose alors de savoir si cesmatrices de cova-
riance tendent versune limite (stabilit e), si ellesoscillert, ou si ellesdivergen (instabilit e: notre
con ance dansl'estimation va ens'ameruisant). Il estengeneral tresdi cile derepondre a cette
guestion m&éme dans descassimples, car les equations de Kalman sort fortement couplees.

5.4 Solution des moindres carres

Nous avons discute precedemmern le choix de I'estimateur. Dans le casgaussien,les criteres
MAP (maximum a posteriori) et MC (moindres carres) conduisert au méme estimateur: la
moyenne de la distribution. La covariance des moindres carres est egalemen dans ce cas la
covariance de la distribution gaussienne.

Nous nous placonsici hors de I'hypothese gaussienne,et nous cherchons a determiner le
Itrage de Kalman pour desdistributions quelconquescaracteriseesseulemen par leur moyenne
et leur covariance, pour l'estimateur desmoindres carres.Cette etude, nousle verrons, redonnera
exactemern lesresultats du casgaussientrait e precedemmern.

Les modelesde mesuresort speci esau secondordre:

P(vej t1) = Fe(vex(t ¢)ir(t v)
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Modele lineaire de mesure

p(vtj t1) = N (ve;:X¢: 1:Ry)
Xt
Rt

matrice m n

matricem m

Modele lineaire d'ewlution

P( t+1] tl) = N( t+1; 2 6:Q1)
t

Qt

matrice n n

matrice n n

Conditions initiales

p( oil) = N ( 0;"0;Po)
Po

matricen n

Prediction de I'etat

P t+1]Me1) = N (1413 1 iPrat)

A A

t+1 —  t-t

— . . T
Pior = Qe+ Py

vecteur n

matrice n n

Prediction de la mesure

P(Ve+1 Vel ) = N (Vi1 5941 :St41)
Vipp = Xt :At+l

_ . T
St+1 = Rer1 + X1 1Pryq 1 X

vecteur m

matricem m

Estimation de I'etat

P t+1]Vee1 1) = N (o1 441 ;Peet)

N N

Kte1 = Prg Xy :St&
Ptv1 = (ld Kis1 :Xt41) Py

. f— . l/\ .
t41 = per F Kern (Ve Q) = (lg K X)) g + K Ve

vecteur n
matricen m

matricen n

Tab. 5.1{ Filtr agede Kalman dans le cas lineaire gaussien.

99
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ou x(t; ) (vecteurde R™) estla moyenneet r(t; ;) (matrice carreede R™ ™) la covariance, et

P( e+ t1) = ae( t+15" (6 0)sa(t 1)
ou' (t; ) (vecteurde R") estla moyenneet q(t; ;) (matrice carreede R" ") la covariance. De
mé&me, la condition initiale est que p( ojl ) a pour moyenne "y et covariance Po.
5.4.1 Prediction de I'etat

On a par de nition
8 z
3 = o< > = t P( tht|)dtZ

<(Ct e D= (o e DT (W) dy

)

" et P; sort a priori desfonctions desdonneesjusqu'a l'instant t et desdonneesinitiales (1).
Cherchonstout d'abord:

8 Z
% "1 = < w1 >va = w1 PVl d e
E Pip = s (1 w)Cr )T 2w
. = (t+1 At+1):( t+1 At+1)T P( t+1jVl) d 41
Z
Puisquep( t+1jVtl) = p( t+1] tl) p( tjWl) d ¢,
Z Z Z

() p( t+2jMil) d 41 = p( jMel) d ¢ () p( t+1] 1) d o1

d'ou l'on tire : 5
4=

"1 = (6 ) p( V) dy

soit I'esperance(conditionnelle) de' (t; ;). En fait, puisqu'on ne connait p( {jV;l) qu'au second
ordre, on est bien incapable d'evaluer cette integrale, sauf dans le casdu modele lineaire, c'est-
a-diresi' (t; ) = ¢ ¢, auguel cason trouve commedans le casgaussien

N _ A
t+1 — t- t

Ecrivons 1 141 = (1 ' (6 ¢) (a6 1), alors
Z

(t+1 At+1)3( t+1 At+1)T P t+1) tl) d t+1 = q(t; ¢) + (At+1 " ( t)):(/\t+1 " (t t))T

et donc

Z Z
L 4

Por= at Op(dvil)de +  ((wr @ Oy @ )T p(iVl) d o

Ici encore,on ne sait pas en general evaluer cesintegrales,sauf dans le caslineaire, c'est-a-dire
si'(t )= ¢ tetq(; ¢) = Qg etonretrouve alors la solution lineaire gaussienne

—_ . . T
Pior = Qe+ P
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En
e et, 2

q(t; ¢) p( tjVel) d ¢ = Q

et 7

(VPR t»:(“ﬁﬂ Y O)T p( ) d
= ¢ o0 OTp(gw)de o]

— D- T
= t-Pt- t

5.4.2 Prediction de la mesure

Cherchons maintenant :

8 z
% Y1 = < Virr >va = Verr P(Ve+JMi) v
% St+l

; (Vir1 Qg )iV Qig) T >w

(Vier Qa1 ):i(Veer  Or) T P(Vesr JVED) OVesn

Z
Puisque p(vi+1jVil) = p(Vesr] t+11) P( t+2]Mel) d 41,

Z Z Z
() P(ver1 Vi) dveer = p( 2 Vi) d e (2) P(Vern] t+2 1) dVess

d'ou l'on tire :

-
L

Ot+1 = X(t + 1 t+1) p( t+let|) d 41

gue l'on sait calculer dans le casdu modele lineaire, c'est-a-dire si X(t + 1; t+1) = Xt+1: t+1,
auquel cason trouve commedans le casgaussien

N
Vo = Xt+1 0t

A partir devisr Oy = (Visr X(E+ 15 t41)) (41 X(t+ 15 t41)), on montre comme
precdemmen :

-
Z

Stv1 = rz(t + 1, t+1) P( t+2)iVel) d a1

(O X+ L )0y X+ L )T pC Vel d e

Et dansle caslineaire, on retrouve alors la solution lineaire gaussienne

— . v T
Stv1 = Resr + Xa1 1Pyyg 1 X
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5.4.3 Estimation de I'etat

II faut maintenant calculer:

8 A
SN = < sva= o tht|)dtZ
2Po= < (0 e VT = (e Vi T p(dvil) d
sadant que _
p( tjVil) = % p(vij tl)

Remarque : Pour utiliser un calcul du type de celui employe pour la prediction de I'etat et de
la mesure,il faudrait conndtre la dependancede " et P, avecv;
z 1 z

: Vil)d { = ————

() p( tjVil) d ¢ o(viiVi 11)
or cette identit e fait appard'tre une integration coupleedansle menmbre de droite. Pour eliminer
ce couplage,il faut integrer de plus sur v; :

Z Z VA Z
P(vijVe 1l) dve () p( gMil) d v = p( Vi 1l) d ¢ () p(vij <) dvi

() p( tjVe 1) p(vej 1) d ¢

Hyp oth ese de lin earit e de l'estimation : Nousavonsvu lors de la resolution du caslineaire
gaussiengue l'estimation de I'etat dependait lineairemert desdonnees

N N

1= ¢+ Ke(ve %)

'\t et ¥, nedependaiert alors quedeV; ;1 (donneesjusqu'alinstant t 1), et K; ne dependait
pas desdonnees

=g KXo :
7 fle KeXo gt Ky
dependdeV; ; dependde v;

N _ ./\
avec’; = 1.t 1, donc
/\ . - IA .
t= (Il KgXp) o1 1+ Kew

Par recurrence,on voit que l'estimeede I'etat depend lineairemen desdonneesdans|’hypothese
lineaire gaussienne.

Il estlogique (mais arbitraire) de supposercette propriete de linearite de I'estimee avec les
donneesvraie egalemem dansle casdesmoindres carres. C'est ce que nous supposeronsa partir
de maintenant a n de pouvoir poursuivre le calcul.

Orthogonalit e des inno vations : Soit l'innovation a l'instant t,

avec Z
Ve = Ve p(vijVe 1) dv
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On a donc: Z
(Vi V) p(vjVe 11)dw =0

Soit t%< t, on a encore(puisque Vo est cortenu dansV; 1) :
4
(Vo V)iVt V)T p(wjV 1l) dvi = 0

et donc
< Vo w >y =0

En utilisant la notion de produit scalairede vecteursaleatoirescertres,on voit doncque Vo ?
vy au sensde la probabilit e conditionnelle par rapport a V; 1l . )
Soiert ev[V; 1] = \sous-espacevectoriel engende par la famille vi::: v¢ 1", et evj] =
\sous-espacevectoriel engende par Vv;". Cesdeux sous-espacesectoriels sort orthogonaux,
de dimensionrespectivet 1 et 1, et forment une sommedirecte:

evii] = eVt 1] eviv]

Cette propriete conduit a supposerune fois de plus la forme:

A A
t = t+Kt- Vi

Calcul du gain : 7
(¢ "DV p(vl)de=0

car V; cortient v;. Puisque _
p( tjVe 1l)

iVel) = -
PCJVil) p(vejVe 1l)

p(Vvej ¢l)

il vient donc Z
(e "D p( Ve 1) pwj t1)d =0

En integrart de plus sur v; :
zZ z

p( (Ve 1) d¢ (¢ "0 pwj¢l) dvg= 0

Or
N N N
(e OV = v Kevey! + KeXe ™y o

L'integration sur v; donne:
(o V)X 7 Ke(Re+ Xeo g X))+ KexXe ™y s Fix

ou

N

(t t )t At )T:XtT + (¢ At ):(Xt:l\t )7
KRy KeXe(e V) "OTXT KeXe( e )Xe)T
L'integration sur  donne:

P, :X{ KgRy KeXeP X{ =P X{ KgS =0
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Et on retrouve bien le resultat du calcul fait dansle casgaussien

Ki= P, XSt

Calcul de la covariance de l'estimation
Z

Pe= (¢ "¢ )T p(dWl)dy

avec

, _ b Ve 1l) ,
p( tjVil) = pvive 1) p(vij tl)

d'ou l'on deduit
Z Z Z

Pep(vijVe 11) dve = p( Ve 1) d ¢ (¢ (¢ DT pwiivk 11) dv

car P; peut a priori dependre de v;. Il faut donc supposerque P; ne depend pas de v; (ce qui
s'introduisait naturellemert dansle casgaussien)pour pouvoir poursuivre le calcul. Ecrivons:

(o (e DT=(ad KeXe): ¢ K Xeo)i((la KeXe): ¢+ Keve Xz o)T

avec

L'integration sur v; donne:
z : h T T Ti
Pe= p(dgVial)d¢ (la KXo o0 i(la KeXy)' + KeReKy

L'integration sur ; donne:

Pr=(lg KgXo):P il KXo + KgReK ]

Or
Ki= Py X{ (R + XeoPyp i X{) 1
donc
KRy = (I KeXp):P o X{
et

KiReKT = (I KeXp):Py (Ke:Xy)T
donc au nal on retrouve la forme obtenue dans le caslineaire gaussien
Pr=(lg Ki:Xyt):Py
On peut noter que I'expressionde P; trouv eeplus haut :
Pe=(lg KgXo)P:(lg KXo + KgReK ]

bien gu'elle paraisseplus compliquee permet en pratique un calcul numerigue plus precis, car
la forme mémede I'expressionde nit une matrice symetrique. Sila matrice P, doit etre evaluee
pour de nombreusesvaleursdet, leserreursqui s'accunulent au coursdu calcul recursifrisquert
de poserdesproblemesde precision. Les erreurs commisessur le calcul de K ¢, qui supposeune
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inversion de la matrice S;, n'interviendront qu'au secondordre dans I'expression symetrique
alors gu'ellesinterviennernt au premier ordre dans l'expressioncompacte.On peut noter que les
expressionssenant a calculer S; et P, presernent egalemem une forme symetrique.

N N

Justication de la forme de }: Nous avons suppos la forme N = t Ko v,ou’y 2
ev]V; 1] et Ky: v 2 ev[ w]. En fait, nous n‘avons pas montre qu'il fallait prendre ", comme
projection de "} sur ev[V; 1]. On peut justier ce choix en precisar le calcul de P; precdert.
Posons’t = + K v, avec 2 ev]V; 4]. Alors

¢ h= (g KeXeo): o Keve Xeo) o ( ")

En reprenart le calcul de P; on voit que

Z Z
Pe=(lg KeXo):Pe + p( Ve 11)de pwijVe ) dve (00 )T

ou puisqueni  ni '\t ne dependert de ; ou dv
Po=(lg KeX)Pp + (0 V) )T

La valeur minimale du critere desmoindres carres (= TrP;) est donc atteinte pour = "%.

5.5 Solution appro chee du cas general

5.5.1 Mo dele lin eaire generalise

Nous modi ons legeremern le modele lineaire de la page5.1.5 de la facon suivante :

modele de mesure

Xl ¢+ Xe

X(t; )

rt; +) R¢

modele d'ewolution

ottt

(4 b)
Qt

q(t; +)

ou ' et x; sort desvecteursde dimensionsrespectivesn et m ne dependart que du temps t
(mais plus de ). Commernt estmodi eela solution lineaire gaussienngou lineaire desmoindres
carres)?

Nous allons modi er legeremen une propriete vue precedemmert :
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Propri ete 5.3 (Propagation du caract ere gaussien (2))

Soient et deux vecteurs aleatoires. est un vecteur aleatoire gaussiena n
composantes, de moyenne g (vecteur de dimension n) et de covariance C (matrice
n n), soitp( )= N{(;q;C). Levecteur aleatoire estde dimensionm, et tel que
p( j )=N( ;A + aB), avee A une matricem n, B une matricem m, eta
un vecteur de dimension m.

Alors estun vecteur aleatoire gaussien

Z
p( )= N(:A: +aB)N(;q;C)d =N( ;Aq+ aACAT +B)

On obtient alors de facon presque immediate le Itrage de Kalman dans le cas lineaire
gaussiengeneralise resune par la table 5.2.

5.5.2 Appro ximation au premier ordre du modele

Nous nous placons toujours dans le cadre des modelesdu secondordre pour la mesure et
I'ewolution du systeme.Ceux-cisort doncspeci espar x(t; ), r(t; ¢), ' (t; ¢) etq(t; ¢). On peut
obtenir une solution approchee du ltrage de Kalman dans ce cas en linearisart moyenneset
covariancesautour des predictions et estimations obtenues a chaque etape, et seramener ainsi
au caslineaire gereralise. Reprenonsles di erertes etapes.

Pr ediction de I'etat du systeme au temps t+ 1: Del'etape precderte du ltrage (estima-
tion au temps t), on conndt la valeur de ;. On poseen deweloppart au premier ordre autour
de At .

=D Fr @) ) (+ termesdu secondordre)

our ' (t"}) estla matrice desderiveespartielles de nie par:
0

@1 N @1 AN
Bao")  @ot?
) 2 : :
@n A @n A
@tV @ty
on a donc
() ottt
avec 8

2 = ")
> . A , AV A
-y = (L) i)y

On prend de plus en deweloppart a l'ordre 0 la covariance:

Q™)
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Modele lineaire de mesure

P(vij 1) = N (vi;X¢: ¢ + Xt5Rt)
Xt
Xt
Rt

vecteur m
matrice m n

matricem m

Modele lineaire d'ewlution

P(t+1) t1) = N(t+1; t5 ¢+ " ;Q1)

t

t

Qt

vecteur n
matrice n n

matricen n

Conditions initiales

p( oil) = N ( 0;"0;Po)
Po

matrice n n

Prediction de I'etat

P( t+1JVel) = N( t+1;/\t+1;Pt+1)
DUV

t+1 —
_ b T
Piyp = Qe+ P

vecteur n

matricen n

Prediction de la mesure

P(Ve1 jVel) = N (Vi1 3041 :St+1)
Og = Xia1:pag + Xt

— . v T
Stv1 = Resr + Xa1 1Pyyg 1 X

vecteur m

matrice m m

Estimation de I'etat

P( t+1jVi+1 1) = N( t+1 ;At+1 iPie1)

N N N
t+1 = a1 F K i(Visr Wig) = (lg Kerr X1 ) g + Kisn Ve

Kisr =

Pis1 = (lg

T g 1
Prea X1 S

K1 :Xt+1):Pryq

vecteur n
matricen m

matrice n n

Tab. 5.2 { Filtr age de Kalman dans le cas lin eaire gaussiengeneralise.
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A partir de cette approximation, on obtient alors:

8

PR R = (")
> |l . ) .
TPy = Qu+ ¢cPo T o= )+ @ )Per (57T

Pr ediction de la mesure au temps t+ 1: De |'etape preedene, on conndt la valeur de
'\m. On poseen deweloppart au premier ordre autour de '\m :

X(t+ L v1) = x(t+ L)+ x(t+ L) (1 ) (+ termesdu secondordre)
t+1 t+1 t+1

our x(t+ 1;'\t+1) est la matrice desderiveespartielles de nie par:

0 1
@1 N @1 N
—(t+ 1, ——(t+ 1
B @ t+l)1( 1) Q t+l)n( 1)
rx(t+ 17,,) 2 : :
@n N @n N
— 0 (t+ 1;\+1 —=0 (t+ 1.
@ t+1)1( t+1) @ t+l)n( t+1)
on a donc
X(t+ 1 t41)  Xeer! 41 + X1
avec 8
2 Xirr = 1 X(t+ 1;At+1)
>
X1 = X(t+ L) rxt+ L) e

On prend de plus en dewveloppart a l'ordre 0 la covariance:
Rpa  r(t+ 1)

A partir de cette approximation, on obtient alors:
8

N
] X417 41 T X1

St+1 Rt + Xt+1 :Pt+1 :Xt-l;l

X(t+ 1;At+1 )
>

rt+ L)+ 1 x(t+ 37 ):Per x(t+ 1,7,,)7T

Estimation de I'etat au temps t+ 1: A partir desresultats desapproximations precedertes,
on peut ecrire simplemert :

A A 1 -/\ . IA
t+1 = a1 F K i(Vier W) = () F KtV X(E+ 15744))
avec
K = P -XT -S l
t+1 t+1 M+l S+

et
Ptv1 = (ld Ke1 :Xt41 )Py

ou P, Xt+1 et St41 ont ete obtenues precedemmen.

On voit donc que I'evaluation des matrices des deriveespartielles est necessairepour |'ob-
tention des matrices de covariance et du gain du Itre de Kalman. Ces matrices dependert
maintenant des donneesacquisesau cours de I'ewlution (a travers "} et '\Hl), ce qui interdit
leur calcul par avance.
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5.6 Compl ements

exemple - 5.3 Cas scalaire : etude de la stabilit e
On supposeque I'etat et la mesuresornt desscalaires,et que les modelesde mesureet d'ewvolution
sont lineaireset independarts du temps, c'est-a-dire que X; = X 2 R, = 2R, Rt =R 2 Ret
Qi = Q2 R. On pose 8
< a = 2:Q
b = X2=R
de sorte que 8
S Py = Q+ P =QaP +1)
" Su1 = R+ X:PL; X = R(OP,,; + 1)
{ Gain:
P X
Kiv1 = gt%l
- X @k+1)

R (bR, + 1)
XQ (aP + 1)
‘R (b(aP + 1)+ 1)

_ bQ (aP +1)
T X QbaP + 1)+ 1
K _ 1 (aPy + 1)
1 S\t s
“ X (aP+ 1)+ &
{ Covariance de l'estimation :
Per = (1 Kt+1X)Pt+1 |
abP,+ 1
= Q (t—)l (aPt + 1)
(aPt + 1)+ @
b _ 1 (@Pi+ 1
o baP + 1)+ &
et 1 1
Pl =Db+ =
t+1 QaP + 1
et donc b 1 p
t b, + = t
Pts1 QaP +1
Si P; tend vers une limite, noteeP; , celle-cidoit verier :
1 P
bP, + ————>=1
17 Qap; +1

P1 estdoncracine du polyndme du seconddegre
abQP? + (1+bQ aQPy Q=0
dont le discriminant est positif ( = (1+ bQ aQ)? + 4ab@?), et donc

P~ 1+bQ aQ)

Pi = 2abQ
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Py
I:>t+1

(pente b)

(pente b+ 1=Q)

P1

Fig. 5.5{ Attracteur.

Pt+1

(l'autre racine est negative). est une fonction strictement decroissarte de P;, doncsi P; > Pq ,
t

alors Piy1 < Py, etsi P < Py, alorsPiy1 > P, P, estattracteur.

exer cice - 5.1 Filtrage de Kalman etendu

On rappelle lesequationsde lin earisation du modelede mesurepour la solution approcheedu ltrage
de Kalman: 8
< Xy rx’)
. N
Xt )

ainsi que I'equation pour la moyennede l'estimation de I'etat du systeme:

%

AN

R CHE R CH ()

On seproposede remplacerles etapesde prediction de la mesureet d'estimation del' etat par I'algorithme
it eratif suivant :

Vi =)' G )+ (K  x(tyx))

g Xk = rx(tyk)
avec (S = Re+ (XokiPy ((Xo)g
Kok = P Xk (St

condition initiale : yo =" (t; " 1) = At
condition d'arret: yk+1 = Yk

Que permet d'obtenir cet algorithme (quel sensdonner a la limite de la suite (yx) quand k tend vers
l'inni) ?

Quel est l'avantage de cet algorithme par rapport aux etapesclassiquesde prediction de la mesureet de
l'estimation de I'etat? Soninconveniert ?

Est-il interessah d'employer le méme type d'algorithme iteratif pour remplacer egalemen |'etape de
prediction de I'etat ?
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Reponse : La suite (yx) tend vers une estimation de I'etat " telle que

= ) (Ko x(®7)
Il s'agit d'une equation implicite dans laguelle tout se passecomme si le modele de mesure avait ete
developpe autour de I'estimation "\ aulieu dela prediction At (qui estla condition initiale). On ameliore
ainsi a la fois la prediction de la mesure(qui deviert x(t; At)) et I'estimation de I'etat. L'inconveniert est
le temps de calcul qui peut etre considerablemert rallonge.

Il n'est pas interessah de remplacer egalemen I'etape de prediction de I'etat par un algorithme
it eratif de cetype, puisque le developpemert du modele d'evolution est deja fait autour de I'estimation
al'instant precedert "\ 1, et non autour d'une valeur predite.

exer cice - 5.2 Mesure de la polarisation

On mesurel'etat de polarisation d'une onde plane. On sait que la polarisation est rectiligne, mais
on ne connait ni sadirection, ni la puissancelumineuse.On ecrit
0 1

- @%aA

ou a est la puissancelumineuseet I'angle que fait la direction de polarisation avec|'horizontale. Deux
detecteurs sont places derriere un cube separateur de polarisation et donneraiert en I'absencede bruit

d'acquisition v; = acog etv, = asin’> .v; et Vv, sort lescomposartes du vecteur mesurev, = 0en
polarisation et = =2 en polarisation !
PBS
J
Polarisation
rectiligne
| V1

1 .
Fig. 5.6{ Experience de mesue de la polarisation.

1. On sait que les bruits de detection sort certr es, et de variancesrespectives 2 et 3. Justier que
les mesuresv; et v, sort independartes. Que vaut p(vj 1)?

2. On supposea connu. La polarisation peut &tre seulemen ou! (hypothesesH; et H»), sans
qu'on sade rien a priori sur leur repartition. Quelle est la regle de choix optimale (au sensdu
MAP) entre H; et H,?
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3. On supposeque ? = 2= 2 etquea estconnu. On ne sait rien a priori sur la repartition de
(parametre cortinu).
Montrer que

Li()

p( jvl)/ exp 52

avec
f()=vi+vs+a®(cost +sin* ) 2a(vicod + vpsin® )

puis que

N 1 Vi
= é arccos

4. On reprend la question precederte, mais en supposart qu'on ne sait rien a priori sur a. Montrer
que
vy cog "+ v, sin?

A=
cod "+ sin* "

ou " est solution implicite de I'equation

_vicog  + vy sin?

Vi Vo= - cos(2 )
cos¢ + sin®
Montrer alors que )
2 @an?” = A
V2
>
: a = vit+vw

Commerter.

5. On supposeque la polarisation tourne a la vitesseangulaire constarte ! , et que l'in tensite a reste
constarte. On realiseune acquisition de vy et v, a intervalles de temps reguliers .
Ecrire lesmodelesde mesureet d'ewolution (au secondordre statistique) pour le Itrage de Kalman.
Donner la linearisation au premier ordre du ltrage de Kalman etendu.

Reponse
1. Connaissarn seulemen les moyenneset les variancesde v; et vp, on assignepar le principe du
maximum d'entropie : 8
< p(vij 1) = N(vgacod ; 2)
p(v2j 1) = N(vzasin® ; )
Il est clair que les moyennessort lieespuisque acog + asin? = a. Cependart puisque les

detecteurssort completemert deconneces,et querien ne laissesupposerque lesbruit d'acquisition
dependert du signal, les mesuresv; et v, sort logiquemerti independartes®, et donc

p(vj 1) = p(vij 1) p(v2j 1)

2. p(H1jl) = p(H2jl) = 1=2 par application du principe d'indi erence,donc p(Hjvl)/ p(vjHI). De
plus d'apresla question precederte
8
< p(viHal)

p(viH2l)

N (vi;a; 1) N (v2:0; 3)
N (v1;0; £) N (v2;a; %)

3. Attention : cette independance est logique, pas physique. Elle s'entend du point de vue de l'observateur. ||
ne s'agit pas d'une hypothesesur la nature physique des capteurs, mais du mieux que I'on puisse en dire avec
l'information dont on dispose.
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La reglede choix au sensdu MAP est de choisir Hy si p(Hyjvl) > p(Hqjvl), et H, sinon; soit
encorechoisir Hy si p(viH11) > p(vjH2l), et H, sinon:

N(viiai 9) N(v2i0; 3) > N(vi0; §) N(vzia; 5)
1 2

exp 2—%(v1 a)

1 1

exp SV: > exp 572 s(v2  a)?
1 2

a2 2av; - a2 2aw,

2
1

1 2
exp 2_§V2

>

2

2
a 1
2 %

l—‘l\)|l5
o
I\Jl\)| =

En particulier si 1 = 2, la reglede choix au sensdu MAP sesimplie envy > vs.
3. Dep(vj I)=p(vij 1) p(vej 1) avec 1 = = ondeduit puisquep( jl) estconstarte:

p( jvi) 1 p(vj 1)
I N(vi;acog ; 2) N(vpasin® ; ?)

! exp 2—12((v1 acosg )2+ (v, asin® )?)

) 1
p(iv) [ exp S5f()
Puisque
"= Argmax p( jvI) = Argmin f ()
@@é ) - a’( 4sin cos +4cos sin® ) 2a( 2visin cos + 2vysin cos )
% = asin2 (acos2  vi+ Vo)

et cette derivees'annule pour
Vo

N 1 V1
= é arccos

4. Le problemeestle mémeque celui de la question precedente, mais I'optimisation doit porter sur a
egalemen:

S @0
2 g = 2a(cos® +sin* ) 2(visin® + vpsin® )= 0
> ?) = asin2 (acos2 vi+Vvy) =0

La premiere equation donne
N . 2N
vicog "+ vy sin

a = N N
cod "+ sin®

et eninjectant cette valeur dansla secondeequation

vico M+ vpsiit A
A~ C0s(2)
cos "+ sin

Vi Vo2 =

Cette derniere expressiondonne
(vicog "+ vy sin® M(cos? * sin? ")
va(cos' ™+ sin? “cog ")

vp cog

(vi  V)(cos* "+ sin* )
vi(sin* " + sin® “cog ")

vysint ®
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donc
tan2 "=
V2
De
A= Vi V2
cog2 ™)
et de 5 A
1 tan Vi Vo
coq2™) = =
@) 1+tan2 " Vit vz
on tire
a=vi+ v
5. Moyennedu modele d'evolution :
0 1 0 1
0 a
)=+ @ A=@ t A
! ¢+ !
donc 0 1
- @ 10 A
01
et 0 1
! t = @ 0 A
I
Moyennedu modele de mesure: 0 1
a; cos
x(t )= @ LA
arsin® ¢
donc 0 1
cog " a sin2”
Xe=rx(t" )= @ ! ! LA

.2 A . A
sin® a;sin2’,

Touteslesautres quartit essededuisen desprecedertes par une application immediate desformules
du ltrage de Kalman etendu.




